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متوسط التغير  
 )1 - 1(Rate Of Change

مثــال )1(

تعريف
 فاإِن:  

2
 اإلِى س

١
اإذِا كان ص= ق)س( اقتراناً، وتغيرت س من س

، ويرمز له بالرمز ∆س   
١
 − س

2
التغير في قيمة س = س

( ويرمز له بالرمز ∆ص
١
( − ق)س

2
= ق)س

١
 − ص

2
التغير في قيمة ص = ص

 = ١،  ∆س =2، فما قيمة التغير في قيمة ص؟
١
اإذِا كان ص = ق)س( = ٥-2س2، وكانت س

الحلّ: 

 ١
 − س

2
∆س = س     

١−
2
     2 = س
3 =

 2
    س

( =   ق)3(  −  ق)١(
١
( − ق)س

2
  ∆ص = ق)س

                               = )٥-2)3(2( − )٥-2)١(2(   )لماذا؟(
3 − ١3- =                             

١6- =          

تعريف
 فاإِن:  

2
 اإلِى س

١
 اإذِا كان ق)س( اقتراناً، وتغيرت س من س

2
≠ س

١
،  س

)
١
( − ق)س

2
ق)س

١
 − س

2
س

 = ١
 − ص

2
ص

١
 − س

2
س

 = 
∆ص

∆س
         متوسط التغير لل�قتران ق)س( = 

 اأناقش:  ما التغير في قيمة ص عندما يكون قيمة التغير في س يساوي ١؟   )في المثال 2(

الوحدة ال�أولى: التفّاضل والتكّامل
Differentiation and Integration
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مثــال )2(

.  ٥،3  اأحسبُ متوسط التغير في ال�قتران ق)س( = س2 + ٥، عندما تتغير س في 

الحلّ:       ق)3( = )3(2 + ٥ = ١4

              ق)٥( = )٥(2 + ٥ = 30

8 = 
١4 − 30

2
 =

ق)٥( − ق)3(

3 − ٥
 = ١

 − ص
2
ص

١
 − س

2
س

      متوسط التغير لل�قتران = 

اإذا كان هـ )س(= 2ق)س( +4، وكان متوسط تغير ال�قتران ق)س( على ]3، ٧[ يساوي ١0، اأجدُ متوسط التغير 

لل�قتران هـ )س( على الفترة ذاتها.

١0 =     
ق)٧( − ق)3(

3 − ٧
الحلّ:    متوسط التغير لل�قتران ق)س( = 

=   
هـ)٧( − هـ)3(

3 − ٧
متوسط التغير لل�قتران هـ)س(  = 

20 =  ١0x2 =                      x 2 =                        =                          

مثــال )3(

)2ق)٧( + 4( − )2ق)3( + 4( 

3 − ٧
2ق)٧( − 2ق)3(

3 − ٧

ق)٧( − ق)3(

3 − ٧

   
تمارين ومسائل ) 1 - 1 (

١

2

3

4

.
2
 اإلِى س

١
آتية عندما تتغير س من س   اأجدُ متوسط التغير في كل من ال�قترانات ال�

.٥ =
2
=2 ، س

١
    اأ( هـ)س( = س2 + 2                   س

 .6 =
2
= -١ ، س

١
س+2                  س    ب( ل)س( = 3

 ٥ =
2
= 3 اإلــى س

١
اإذِا كان ق)3( =8، وكان متوســط التغيــر فــي ال�قتــران ق)س( عندمــا تتغيــر س مــن س

يســاوي -2، اأجــد ق )٥(.

. س2 − ٥س في ] ١ ، 3 [ يساوي -9،اأجد قيمة الثابت = )اإذا كان متوسط تغير ال�قتران ق)س

اإذا كان متوســـط تغيـــر ال�قتـــران ق)س( فـــي ] 2 ، 4 [ يســـاوي ٥، اأجـــد متوســـط تغيـــر ال�قتـــران هــــ)س( 

= 3ق)س( − 2 فـــي تلـــك الفتـــرة.
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المشتقة ال�أولى 
 )2 - 1( First Derivative

تعريف*
موجودة، فاإن ق)س( يكون 

  

) (ق − )هـ +(ق

هـ
  

هـ 
 اإذِا كان ص= ق)س( معرفاً عند س = ، وكانت 

.  =وتسمى المشتقة ال�أولى لل�قتران ق)س( عند س  =قابل�ً لل�شتقاق عند س

 | . اأو ص́ | 
ص
س  ويرمز لها بالرمز ق́ )(  اأو 

 = صفر.
ص
س )س(=  قاعدة )1(: اإذِا كانت ص= ق)س(=  ، حيث   عدد حقيقي، فاإِن ق́

.  = 
ص
س قاعدة )2(: اإذِا كانت ص=  س+ ب، ، حيث  ، ب عددان حقيقيان،  فاإِن 

 
=س  

=س

* تعريف المشتقة ال�أولى للعلم فقط.

مثــال )1(

آتية:    اأ( ق)س( = 98             ب(  ص=٥س           اأجدُ مشتقة كل من ال�قترانات ال�

اأ(   ق)س( = 98  )اقتران ثابت(   اإذن: ق́ )س( = صفر. الحلّ:  

قاعدة )3(:  اإذِا كان ق)س( = سن، فـــاإنّ  ق́ )س( = ن سن -١ ،حيث:

       ن عدد حقيقي، ن≠ 0، س ≠ 0 

٥ = 
ص
س ب(  ص = ٥س  )اقتران خطي(  اإذن:     

مثــال )2(
 اأجدُ مشتقة ال�قتران ق)س( = س٥ عند النقطة )-2، -32(.

 4)2-(٥ = )2-( )س( = ٥س٥-١ = ٥س4 ومنها ق́   الحلّ:  ق́

80=        ١6 ×٥ =          



٥

:)8-( يجاد ق́ س2   فل�إ اإذِا كان ق)س( = 3

 ١- 3
2
س

2
3 )س( =  3      )لماذا(؟   ومنها    ق́

2
 = س

 

س2 ق)س( = 3  

._______________________  = )8-( ١    ومنها ق́
س 3

2
3   =               

نشاط )2(

   

تمارين ومسائل ) 1 - 2 (
١

3

2

4

آتية  عند قيمة س المقابلة لكل منها:   اأجدُ مشتقة كل من ال�قترانات ال�

١00=
 
عند  س                ٥     اأ(  ق)س( = -2 

١ =
 
عند  س س٥                     ب(  ق)س( = 3

عند  س = -١     ج( ق)س( = س3                        

آتية:  )س( لكل من ال�قترانات ال�    اأجد  ق́

64 ، س ≠ صفر          ب( ق)س( = )0,003(٥           جـ( ق)س( = ٥س4
٥ س٥

    اأ( ق)س( =  

 عند س = ٥
ص
س )٥( = ٧، اأجدُ قيمة  اإذِا كان ص = 6ق)س(، وكان ق́

)2( = 60، فما قيمة الثابت  ؟   اإذا كان ق)س( = س3، وكان ق́

قاعدة )٤(: اإذِا كان ق)س( اقترانا قابل�ً لل�شتقاق، وكان  عدداً حقيقياً،  ≠0، فاإن ال�قتران هـ)س( = .ق)س(
)س( )س( = .ق́ شتقاق، وتكون هـ́                هو اقتران قابل لل�إ

مثــال )3(
)6(؟ )6( = -١، فما قيمة هـ́   اإذِا كان هـ)س( = ٥ق)س(، وكان ق́

٥ × -١= -٥ = )6( )6(   ومنها  هـ́ )6( = ٥ × ق́ )س(    ومنها هـ́ )س( = ٥ق́   الحلّ: هـ)س( = ٥ق)س(   اإذن   هـ́
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قواعدال�شتقاق  
 )3 - 1(Derivative Rules      

مثــال )1(

:  اإذِا كان ق)س( و هـ)س( اقترانين قابلين لل�شتقاق، وكان ك)س( = ق)س( ± هـ)س( فاإن: 
*
قاعدة )1(

)س(.  )س( ± هـ́ )س( = ق́ ال�قتران ك)س( يكون قابل�ً لل�شتقاق، ويكون ك́

)س( )س( + هـ́ )س( = ق́ وبلغة اأخرى:  )ق + هـ(́

اإذِا كان ق)س( = ٥س2، وكان هـ)س( = 4س3، اأجد: 

)١( ب( )ق − هـ(́ )س(               اأ( )ق + هـ(́
)س( = ١2س2 )س( = ١0س.  كما اأن:   هـ́ الحلّ:     ق́

)س(  )س( + هـ́     اأ( بحسب القاعدة:)ق + هـ(́ )س( = ق́

)س( = ١0س + ١2س2  )لماذا(؟                ومنها: )ق + هـ(́

* يمكن تعميم القاعدة ل�أكثر من اقترانين.

١0= )١(١0 = )١(     ب(  ق́

  ١2 = 2)١(١2 = )١(      هـ́

)س( )س( − هـ́ )س( = ق́      وبما اأن )ق − هـ(́

   2- = )١2( − )١0( = )١( )١( = ق́ )١( − هـ́     فاإن:  )ق − هـ(́

نشاط )1(

اإذِا كان ق)س( = ك)س( - 2م)س( + ٧ حيث:   ك)س( = 3س3 + 2، م)س( = 3س + 2، فاإِن:

)س( = 3 م́ )س( = 9س2     ك́  

)س( )س( − 2م́ )س( = ك́ ق́  

._____________________ = )2-( = ______________________      ومنها:  ق́   



٧

قاعدة )2(:  اإذِا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين لل�شتقاق عند س =  فاإن:

.)( )( + هـ)( ⨯ ق́ )( = ق)( ⨯ هـ́ )ق ⨯ هـ(́

وبالكلمات: مشتقة حاصل ضرب اقترانين=  ال�قتران ال�أول ⨯ مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني ⨯ مشتقة 
ال�قتران ال�أول

مثــال )2(

اإذا كان ق)س( = )3س2 -٥س( )٧-4س( فاإن  ق́)س( تساوي: 

ق́)س( =  ال�قتران ال�أول ⨯ مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني ⨯ مشتقة ال�قتران ال�أول

)س( = )3س2 − ٥س( )-4( + )٧ − 4س( )6س − ٥( ق́

)٥ − )2(6( ))2(4 − ٧( + )4-( ))2(٥ − 2)2(3( = )2( ومنها ق́

١ ⨯ ٧( = -١٥-( + )4- ⨯ 2( =            

قاعدة )3(:  اإذِا كان ق)س(، هـ)س( اقترانين قابلين لل�شتقاق، وكان هـ )س( ≠ 0 عند س =  فاإن:

= )( ́)
ق
هـ (

2))(هـ(

))( )(( − )ق)( ⨯ هـ́ )هـ)( ⨯ ق́

)المقام ⨯ مشتقة البسط( − )البسط ⨯ مشتقة المقام(
مربع المقام

مشتقة ناتج قسمة اقترانين =  

، وبالكلمات:

مثــال )3(

  8

9
 = )١( ، س ≠ 3، اأتحقق اأن ق́

3 − 4س
اإذا كان ق)س( = 2س − 6

)المقام ⨯ مشتقة البسط( − )البسط ⨯ مشتقة المقام(
مربع المقام )س( = الحلّ:   ق́

)2س − 6(2

)2س − 6( )-4( − )3 − 4س()2(
)س( =  ق́

 8

9
=   ١6

١8
 =    2)4-(

)2()١-( − )4-( )4-(
 = )١( ق́
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تمارين ومسائل ) 1 - 3 (

١

2

3

4

٥

6

٧

 بال�عتماد على البيانات في الجدول 

      المجاور اأحسبُ ما ياأتي:

)٥(    ب( )3ق −4هـ(́ )٥(        اأ ( )ق +2هـ(́

)٥(                              د(  )ق×هـ(́ )٥( ́) ق
هـ       جـ( )

 اإذا كان ق)س( = س2 + ٧، هـ )س( = 2 − 3س، اأجد:

                   
ق́ )س(
هـ́ )س(

(́ )س(         جـ(  ق
هـ )١(                     ب( )       اأ ( )ق +هـ(́

)2-( )2(                      هـ( ق́ )2( × هـ )2(                و( )س2× ق)س((́       د(  )ق×هـ(́

)٧( = 3 اأجد هـ )٧( )٧( = 6، هـ́ )٧( = ١2، ق)٧( = 3، ق́ اإذا كان )ق ⨯ هـ(́

)9( = -١2، هـ)9( = -3 اإذا كان )ق ÷ هـ(́ )9( = 3، ق)9( = ٥، ق́

اأجد هـ́ )9(، علماً باأن  هـ)س( ≠ صفر

)3( =0، فما قيمة الثابت  ؟ اإذِا كان ق)س( = س2 + 6س-٥، وكان ق́

)١(  = 8، اأجد قيمة الثابت اأ. اإذِا كان ق)س( = س2 - 2اأس + 3، هـ)س( = س2 - 2، وكان )ق ⨯ هـ(́

2 ، فما قيمة الثابت  ؟

١
 - =)١( ، وكان ق́

 س − ٥

6 − 4س اإذا كان ق)س( =  

)٥(ق)٥( )٥(هـ)٥(ق́ هـ́

923١-



9

 )٤ - 1(Extreme Values

قتران القيم القصوى للاإ

تعريف
فاإِنَّ:

 ،١
2 س

يكون ال�قتران ق)س( متزايداً على الفترة ] ، ب[،اإذا كان: لكل س

 [ ، ب[.
2
، س

١
( ل�أي عددين س

١
( ق)س

2
 ق)س

  )
١
(ق)س

2
فاإنَّ ق)س

 ،١
2 س

ويكون ق)س( متناقصاً على الفترة ] ، ب[، اإذا كان: لكل س

 [ ، ب[.
2
، س

١
ل�أي عددين س

نظرية: اإذا كان ق)س( معرفاعًلى الفترة ] ، ب[، فاإن ق)س( يكون: 

)س(صفر لكل س في الفترة [ ،ب].  ١( متزايداً في الفترة ] ، ب[، اإذاكانت ق́  

)س(صفر لكل س في الفترة [ ،ب].  2( متناقصاً في الفترة ] ، ب[، اإذاكانت ق́  

)س( = صفر لكل س في الفترة [ ،ب].  3( ثابتاً في الفترة ] ، ب[، اإذاكانت ق́  

مثــال )1(

اأحدد فترات التزايد والتناقص لل�قتران ق)س( = س2 + 4س − ٧ ، س  ح

)س(= صفر    ومنها: 2س+4=0    اإذن  س= -2 )س( = 2س+4    نضع ق́ )س( فتكون:  ق́ الحلّ:  نجد ق́

 من اإشارة ق́)س( في الشكل المجاور، يكون ال�قتران ق)س( متزايداً على الفترة ]-2،∞]، ويكون متناقصاً
في الفترة [-∞، -2[.

اأتعـلــــم
  يكون لل�قتران ق)س( المعرف على ح قيمة قصوى )عظمى اأو صغرى( محلية عند س=  ، اإذِا كان:

) ( = صفراً.        2.  يغيّر ق)س( من سلوكه حول س=   من التزايد اإلِى التناقص اأو العكس.     1.  ق́

اأبحث في اإشارة ق́ )س( في جوار س= -2
- --- --- --- --

2-
اإشِارة ق́ )س(

∞− ∞

صفر
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مثــال )2(

اأجد ُالقيم القصوى المحلية لل�قتران هـ)س(= س3-2٧س، سح، اإنِ وجدت، واأحدد نوعها.

      هـ́ )س(  = 3 س2− 2٧   هـ́ )س(  = 0 )لماذا( ؟ الحلّ:    

3 )س2 − 9( = 0  ومنها )س − 3( )س + 3( = 0س= 3   اأو   س= -3   )لماذا( ؟

من اإشِارة هـ́ )س( يتضح اأن ال�قتران هـ)س( قد غيّر من سلوكه، حول س= -3 من التزايد اإلِى التناقص. 

اإذن لل�قتران هـ)س( قيمة عظمى محلية عند س= -3، وقيمتـها هـ )-3( =٥4. كما اأن هـ)س( غيّر سلوكه من التناقص 
اإلِى التزايد حول س = 3. اإذن لل�قتران هـ )س( قيمة صغرى محلية عند س= 3 وقيمتها هـ )3( = -٥4.

3- 3

- --- --- --- --
اإشارة هـ́ )س(

∞− ∞

صفرصفر

     
تمارين ومسائل ) 1 - ٤ (

١

2

3

4

٥

 اإذا كان ق)س( = 3س2+6س-١، سح، اأجد: 

    اأ( فترات التزايد والتناقص لل�قتران  ق)س( على ح.
    ب( القيم القصوى لل�قتران ق)س(، واأحدد نوع كل منها.

ما قيمة الثابت جـ في ال�قتران ق)س( = ٥ − جـ س − س2، والتي تجعل ق)2( قيمة عظمى محلية.
ما فترات التزايد والتناقص لل�قتران هـ)س( = )س + 2( × )-2س − 4(.

 س3 + 2س2 − ٥س − ٥، سح، وما القيم 
١
3 اأحددُ فترات التزايد والتناقص لل�قتران ك)س( = 

القصوى )العظمى والصغرى( لل�قتران ك)س(؟ وما نوع كل منها؟

اأبين اأنه ل� يوجد لل�قتران ع)س( = 2س3 + 2 قيم قصوى في مجاله. 
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ورقة عمل

السؤال ال�أول: اختر رمز ال�جابة الصحيحة لكل فقرة من الفقرات التالية:

اإذا كان ق)س( = ٥ -  9س3  ، فما قيمة قَ)١(؟

اأ. -4                     ب. 4                     جـ. 2                     د. -٥,4

اإذا كان متوســط متغيــر ال�قتــران ص = ق)س( علــى فتــرة مــا يســاوي       وكانــت ∆ص = 9، فمــا 

قيمــة  ∆ص - ∆س؟

اأ. 4                     ب. -4                     جـ. ١2                     د. -3

َـ)4( = -8 = 2هـ )4(، فما قيمة اإذا كان قَ)4( = ٧، ق)4( = 2، ه

اأ.                        ب.                        جـ.                         د.  

اإذا كان قَ)2( = صفــر، ق)2( = -٧، وكان لل�قتــران ق)س( قيمــة صغــرى محليــة  وحيــدة علــى مجالــهِ 

فمــا اأصغــر قيمــة لل�قتــران ق)س(؟

اأ. 2                     ب. -2                     جـ. ٧                      د. -٧

السؤال الثاني: اأجد قَ)س( فيما ياأتي:

١. ق)س( = ) 3س3-2( )٧س2 - 3س + ١( عند س = ١

2. ق)س( = 3  س٥ -          + ٥ ، عندما س = -١

4
3

(́ )4(؟
ق
هـ (

١6
3-

8
3-

4
6-

4
3-

س3 - ٧
2

١

2

3

4
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 التكامل غير المحدود   
 )٥ - 1(Indefinite Integral 

نشاط )1(
 اإذِا كان ق)س( اقتراناً، حيث اأن مشتقته ق/)س(=2س، فاإِن قاعدة ق)س( يمكن اأن تكون:

)س( = س2.
١
ق

)س( = س2 + ــــــــــ.
2
ق

3  اإذن الصورة العامة لل�قتران هي ق)س( = ______________________________.     

١
)س( = س2 +

3
ق

تعريف
 اإذِا كان ق)س( اقتراناً مشتقته ال�أولى ق́)س(، فاإِن التكامل غير المحدود لل�قتران ق́)س( بالنسبة لـ س يساوي 

 : ق)س( +جـ، ويرمز لعملية التكامل بالرمز ، وبصورة عامة فاإنَّ

)س( س = ق)س( + جـ، حيث جـ عدد حقيقي.                           ق́

)س( س، ق)س( = 3س2 + جـ، حيث جـ عدد حقيقي. اإذِا كان ق/)س( = 6س.فاإن  ق́

مثــال )1(

قواعد التكامل غير المحدود:

قاعدة )    :)1س =  س+جـ، حيث ،جـ عددان حقيقيان.

 اأجد       9 س       الحلّ:    9 س =  9س + جـ

مثــال )2(

 + جـ، حيث ن،جـ عددان حقيقيان، ن ≠ -١
س ن+١
ن + ١

س = 
قاعدة )  :)2سن 
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، علماً باأن ق)١( = ١ س3 )س( = 4 قتران ق)س( الذي مشتقته ق́ اأجد قاعدة ال�إ

 + جـ
4س

٧

٧
4

 س     = 
س3 4 س    = ـ )س( ق )س( =  ق́  

.
3
٧

  + 
4س

٧

٧
4

.اذن قاعدة ال�قتران ق)س( =   3
٧ لكن ق)١(  = ١ ومنها جـ = 

3
٧  + س٧ 4 4

٧
   ق)س( = 

مثــال )٤(

مثــال )3(

 س4 + جـ
١
4

 + جـ  = 
س 3+١
١ + 3

      س 3س =   

قاعدة )3(: اإذِا كان ق)س( ، هـ)س( اإقترانين قابلين للتكامل فاإِن:

                 )ق ± هـ( )س( س =  ق)س( س ±  هـ)س( س 

مثــال )٥(

 اأجد      )س3 +س( س           

الحلّ:    )س3 +س( س =  س  3س +  س س

+ جـ
س 2

2  +
س 4

4  =            

قاعدة )٤(: اإذِا كان ق)س( اقتراناً قابل�ً للتكامل، وكان ع)س( = ك. ق)س(، حيث ك عدد حقيقي، ك≠0،     

             فاإِن: ع)س( س =ك. ق)س( س = ك.ق)س( س
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مثــال )٦(

 اأحسبُ:   6س 2س

الحلّ:    6س 2س  =  6 س 2س 

 + جـ         =  2س3 + جـ
س 3

3 ⨯ 6  =             

   
تمارين ومسائل ) 1 - ٥ (

١

2

3

4

آتية: اأحسبُ كل�ً من التكامل�ت ال�

س س ٧  )س             جـ  
٥
2

اأ( )3س2+4س-٥( س     ب(  س

( س      هـ(   )٥6س3 + ٧س2 + 3س( س      و(  )٥(  4002س 
2

٥ س2
د(   )6س-4 +

.)١( اإذِا كان ق)س( =   )س٥-4س )8+3س، اأجد ق́

)س(. )س( س= 3س2 + 2س+جـ، اأجدُ ق́ اإذِا كان ق́

ص .
س

 اإذِا كان ص = )س )3+2س،  اأجدُ 



١٥

 التكامل المحدود   
 )٦ - 1(Finite Integral 

اأول�ً: التكامل المحدود

تعريف

،)(ق − )ق)ب =


ب

| ق́)س( س = ق)س(


ب

  التكامل المحدود: اإذِا كان ق)س( اقتراناً قابل�ً لل�شتقاق، فاإِن:

  حيث : الحد ال�أدنى ، ب: الحد ال�أعلى ،  ، ب عددان حقيقيان.    

مثــال )1(

)2س + ٥( س
٠

2

 اأحسبُ قيمة: 

١4= )0( − )١0+4( =    
٠

2

| )2س + ٥( س   = )س2+٥س(
٠

2

 الحلّ:   

مثــال )2(

ص = 0 )لماذا(.
س

س 2س ، فاإن  
2

3



 

اإذِا كانت ص=  ص=

)س( س       )لماذا؟(   ق́
١-

2

 )س( س =  2 2ق́
١-

2



 

 الحلّ: 

اأتعلم
مشتقة التكامل المحدود تساوي صفراً دائماً.
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مثــال )3(

)4س +  )3س = 90  فما قيمة الثابت ب؟
ب

6

  اإذِا كان

     )لماذا(؟= ق)6( – ق)ب(
ب

6

|
)4س + 3(.س  = )2س2 + 3س( 

ب

6

 الحلّ: 

                          = ))2()36( +3 )6(( – )2ب2+3ب( = 90

  )لماذا؟(
3-
2                           =90 − )2ب2 + 3ب( = 90      اإذن:  ب = 0   اأو    ب =  

ملاحظة: تنطبق جميع قواعد التكامل غير المحدود على التكامل المحدود.

خاصية )1(
ق)س( س = صفر، حيث: ب عدد حقيقي

ب

ب

  

ثانياً: خصائص التكّامل المحدود

مثــال )٤(

)س −  4)4س = صفر، ل�أن الحد ال�أعلى يساوي الحد ال�أدنى.
3

3

  )س −  4)4س     = 
3

3

  

خاصية )2(
ق)س( س

ب



− = س )ق)س


ب

  
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مثــال )٥(

)2ق)س( + ٧( س ؟
4

١

 ق)س( س = 9  فما قيمة 
١

4

  اإذِا كان

 ٧ س
4

١

  س + 

 

ق)س(
4

١

 )2ق)س( + ٧( س = 2
4

١

   الحلّ: 

 
 

4

١

|
 س  +  ٧س

 

ق)س(
١

4

 2- =                                     

                                         = )-2()9( + )٧ -28(         )لماذا(؟

 39- = 2١  − ١8- =                                         

خاصية )3(
 اإذا كان ق)س( معرفاً على الفترة ]اأ، ب[، وكان جـ عدد حقيقي بحيث   جـ  ب، فاإنَّ:

ضافة.  ق)س( س . وتسمى هذه الخاصية خاصية ال�إ
جـ

ب

 ق)س( س +  


جـ

  ق)س( س =  


ب

  

مثــال )٦(

٥ق)س( س؟
3-

6

 ق)س( س = 4، فما قيمة 
2

6

 ق)س( س = 2 ، وكان 
3-

2

  اإذِا كان

 ق)س( س
2

6

  ق)س( س + 
3-

2

 ق)س( س = 
3-

6

     الحلّ: 

 6 =          4        +       2          =                         

ق)س( س = ٥ ⨯ 6 = 30
3-

6

 ٥ق)س( س = ٥
3-

6

        اذن: 
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تمارين ومسائل ) 1 - ٦ (

١

2

3

4

      اأحسبُ كل من التكامل�ت التالية:

+  )3س س (
١

4

  )٧ − 2س( س       جـ( 
2

٥

 )3س + ١( س          ب(
2-

١

 اأ( 

2ع)س( س؟
2-

2

 ع)س( س = 3س2-2س+جـ، فما قيمة        اإذِا كان

)هـ)س(+2س-١( س؟
٥

١

 3هـ)س( س =١2، ما قيمة
١

٥

       اإذِا كان 

)2س+ب( س=١2، فما قيمة الثابت ب؟
3

٥

       اإذِا كان 

6س س = صفر، فما قيمة/قيم الثابت جـ؟
١-

جـ

    ٥ اإذِا كان 

 )2ق)س( − هـ)س(( س؟
١-

٥

 هـ)س( س = ٧، فما قيمة:
٥

١-

 ق)س( س= ١3،
١-

٥

       اإذِا كان

4ق)س( س؟ 
2

3

 3ق)س( س= -9، فما قيمة 
3

٧

 ق)س( س= 3، وكان
2

٧

       اإذِا كان

٥

6

٧
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تمـــــــاريــــن عـــــــامـــــــة
جابة الصحيحة: السؤال ال�أول: اختر رمز ال�إِ

)١(؟ ، س≠0، فما قيمة ق́
2
 س

١.  اإذِا كان ق)س(=

د( -2 جـ( 2    ب( 8   اأ( -8   

 ، وكان ∆س=6، فما قيمة ∆ص ؟
3
2

2. اإذِا كان متوسط التغير في ال�قتران ق)س( يساوي 

د( 6 جـ( ١8    ب( 3   اأ( 9   

)١( ؟ 3. اإذا كان ق)س( = )٥س−١( )2س( ؛ فما قيمة ق́

١0اأ( 8 د( -٧جـ( ١8 ب( 

)3(؟ ، س≠2، فما قيمة ق́
3س2 + ١
2 − س 4. اإذِا كان ق)س( = 

-3٧اأ( 3٧ د( ١جـ( ١0 ب( 

)٧(؟ )٧(= -١ فما قيمة )2ق⨯3هـ(́ )٧( =3، هـ́ ٥. اإذِا كان ق)٧( = -٥، هـ)٧( =2، ق́

-6    اأ( 66 د( -١8جـ( 6 ب( 

)-١0(؟ 6. اإذِا كان لل�قتران ق)س( قيمة عظمى محلية عند النقطة)-١0، ٥(، فما قيمة  ق́

-١0    اأ( ٥ د( 3جـ( صفر ب( 

)2(؟ )س( س= 3س2 − 4س+جـ، فما قيمة ق́ ٧. اإذِا كانق́

4    اأ( ١2 د( 8جـ( -2 ب( 
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)8(؟ )٥س3 + 3س − 2(٥ س، فما قيمة ق́
١

9

 8. اإذِا كان ق)س(=

44    اأ( 24 د( 2جـ( صفر ب( 

 )3ق)س(+ )2س؟
١

٧

  ق)س( س=4، فما قيمة
٥

١

 2ق)س( س=6، 
٥

٧

 9. اإذا كان

9    اأ( 32 د( 3جـ( 33 ب( 

)4(؟ )6 − 2س( س، فما قيمة ق́
 

3

٥

 ق)س( = 
 

١0. اإذا كان

     اأ( صفر                ب( ٥                 جـ( 3                    د( -4

)2( = صفر ، اأجد قيمة الثابت جـ؟ السؤال الثاني: اإذا كان ق)س( = س3 _ جـ س _ 6 ، وكانت ق́

السؤال الرابع :      اإذا كان هـ)س( = 4س2 − 8س + ١:

اأ( فما فترات التزايد والتناقص لل�قتران هـ)س(؟   

ب( ما القيم القصوى المحلية لل�قتران هـ)س(، وما نوعها؟   

)2س + ١( س = 24، اأجد قيمة / قيم الثابت ب ؟
ب

٥

 السؤال الثالث:       اإذِا كان ق)س(=



2١

اإختبار ذاتي     

السؤال ال�أول: اختر رمز ال�جابة الصحيحة لكل فقرة من الفقرات التالية:

اإذا كان ع )س( =             ، فما قيمة عَ )0( 

اأ.                        ب.                        جـ.                        د. صفر

َـ)9(؟ اإذا كان ك)س( = ق)س( - ٥هـ)س(، وكان كَ)9( = ٧، قَ)9( = 2 فما قيمة ه

اأ. -١                     ب. ١                     جـ. -٥                     د. ٥

اإذا كان ص =   )9س2 + ٧( دس فما قيمة       ؟ 

اأ. 4                      ب.36                     جـ. ١08                  د. صفر 

اإذا كان   3ق)س( دس = -١8، وكان    ق)س( دس = 9، ما قيمة   2ق)س( دس؟

اأ. -6                     ب. 6                     جـ. -9                      د. 9

اإذا كان  ٥ق)س( دس = 30 فما قيمة  )2ق)س( + س - 3( دس؟

اأ. 24                     ب. صفر                     جـ. ١2                      د. ٧

اإذا كان م =   قَ)س( دس، وكان ق)-2( = -١٥، ق)9( = 3 فما قيمة م؟

اأ. صفر                     ب. -١8                     جـ. ١8                      د. -١2

َـ)١( = -8، فما قيمة )ق × 2هـ(َ )١(؟ اإذا كان ق)س( = 4س2 - ٥، هـ)١( = 3، ه

اأ. -6١                     ب. 64                     جـ. 8                      د. -6٧

ما قيمة      دس؟ 

اأ.                        ب. ٥                        جـ. صفر                      د. ١ 

2٥
6-

٥
6

٥
6-

دس
دص

4

2



١

٧


١

2


2

٧



4

8


4

8



2-

9



2

3

π
2

π
2

١

2

3

4

٥

6

٧

8

4س2 - ١

٥س + ٥

π
2
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ما قيمة                    ؟ 

اأ. 9                     ب. صفر                     جـ. -9                      د. ٥4

السؤال الثاني: اإذا كان  )2س - ق)س(( دس = س3 - 2س2 + ٧س - 3، فما قيمة   )3ق)س(( دس؟

السؤال الثالث: اإذا كان  هـ)س( دس = ٩،   2ق)س( دس = -٨ ، فما قيمة   )2هـ)س( + ق)س( دس؟

قتــران ق)س( علــى ] ٧ ، ٩[ يســاوي -٥، فمــا قيمــة متوســط تغيــر  الســؤال الرابــع: اإذا كان متوســط تغيــر ال�إ

قتــران ك)س( = س ق)س( + 2 علــى ] ٧ ، ٩[ علمــاً بــاأنّ ق)٧( = ٤٠؟ ال�إ

جابة عن ال�أسئلة ال�آتية: السؤال الخامس:  يوضح الرسم اأدناه اإشارة قَ)س( اعتمد عليه في ال�إ

اأ. متى يكون ال�قتران ق)س( متزايداً؟

ب. متي يكون للاقتران ق)س( قيمة صغرى محلية في مجاله؟

جـ. هل تعتبر النقطة )3، ق)3(( نقطة قيمة صغرى محلية للاقتران ق)س(؟ لماذا؟

3س2 - 9س

س٥ - 2 9

9



0

2

 

١-

4


١-

4


4

١-



9

3 9

- --- --- --- --- --- --- --- --
∞− ∞

)س( اإشارة ق́
٠ ٠
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المصفــوفــة
 )1 - 2(

تعريف

 المصفوفة: هي تنظيم مستطيل الشكل ل�أعداد حقيقية على هيئة صفوف عددها )م( واأعمدة عددها)ن(، محصورة 

، ويرمز لها باأحد الحروف الهجائية، وتكون المصفوفة من الرتبة م × ن. بين قوسين من النوع 

Matrix

نشاط )1(

     

2

0

٥
 ،            جـ =   

٧

٥

١0
    

0

٧

2
   

١

4-

0
ب =       ،  

١

3

6

     

2-

4

8-
   =   اإذِا كانت

 اأ( رتبة المصفوفة  تساوي 3×2. )لماذا؟(
ب( رتبة المصفوفة ب تساوي________.
جـ( رتبة المصفوفة جـ تساوي________.

 
23
 ولذلك يسمى المدخلة ، د( يقع العدد6 في تقاطع الصف الثالث والعمود الثاني في المصفوفة 

.
 ١٣
 تسمى  هـ(  المدخلة التي قيمتها -8 في المصفوفة

اأتعـلــــم
، حيث: )ي( )هـ( 

ي هـ
 مدخلة، ويرمز له بالرمز  يسمّى كل عدد في المصفوفة 

 الصف والعمود الذين تقع المدخلة في تقاطعهما .

مثــال )1(

، فاإن:  رتبة المصفوفة  تساوي  3 × 2 

6

3

8-
      

2-

9

٧
 =  اإذِا كانت المصفوفة 

8- =
23
 المدخلة          ،9 =

١2
 6،         المدخلة = 

2١
 المدخلة

الوحدة الثانية: المصفوفات
Matrix
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ن من صف واحد فقط، و)ن( من ال�أعمدة، وتكون رتبتها ١ × ن. مصفوفة الصف: هي المصفوفة التي تتكوَّ

ن من عمود واحد فقط، و) م( من الصفوف، وتكون رتبتها م ×١. مصفوفة العمود:هي المصفوفة التي تتكوَّ

المصفوفــة المربعــة: هــي المصفوفــة التــي يتســاوى فيهــا عــدد الصفــوف مــع عــدد ال�أعمــدة ويســاوي )ن(، وتســمى 

المصفوفــة مربعــة مــن الرتبــة النونيــة. 

المصفوفة الصفرية:هي المصفوفة التي تكون كل مدخلة فيها تساوي صفراً، ويرمز لها بالرمز)و(.

تعريف

مثــال )2(
آتية؟ ومانوعها. ما رتبة كل من المصفوفات ال�

.  
0

0   
0

0
  

0

0
  ،  و= 

3

4

9
    

9

٥

١-
   

١

٥

6
 ،  ع=   

3

0

9
، ص=  

 
0,٥

  
9-

  
2 س=  

الحلّ:  
2( رتبة ص=  3×١، ص مصفوفة عمود. ١( رتبة س = ١×3، وهي مصفوفة صف.        

3( ع مصفوفة مربعة من الرتبة الثالثة.                4( رتبة و= 2×3، وهي مصفوفة صفرية.

تعريف
تتساوى المصفوفتان ، ب اإذِا كان لهما الرتبة نفسها، وكانت جميع مدخل�تهما المتناظرة متساوية.

، فما قيمة س التي تجعل  = ب؟
 

9-
   

4 ، ب=  
 

4  س+2   = اإذِا كانت 
9-

   
4  = 

 
4  س+2 الحلّ: بما اأن  

اإذن س+2 = -9     وبحلّ المعادلة ينتج اأن س= -١١.  

مثــال )٤(



2٥

تمارين ومسائل ) 2 - 1 (

   اأجدُ قيم الثابتين ب، جـ فيما ياأتي:

  
٥

جـ + ١
 

٧

٧
  =   

٥

ب
 

4-ب

٧
  اأ(  

 

٥

8

٧
  = 

٥

2- 3ب

جـ + ب
ب(  

 

جـ2

ب   
6

٥
  

١

8
  =  

9
ب2   

6

٥
  

١

8
جـ(  

   اأجدُ قيمة س، ص حيث:

 
٥

س - 2ص
 

4

4
  =   

٥

١
   

س+ص

4
 

+  ٥؟
  32

2
2

 - ١١
3 فما قيمة  

٥

٧-   
9-

١
  

2

4
  =  اإذا كانت   

 وكانت 2 = 3ب، جد المصفوفة ب.
4

3   
٥

٧
  

2

١١-
 =  ب مصفوفتان بحيث ،  اإذا كانت   

١

2

3

4
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العمليات على المصفوفات
 )2 - 2(

اأول�ً:  جمع المصفوفات وطرحها:

تعريف

± ب = جـــ، حيث 
 
 :ب مصفوفتيــن كل منهمــا مــن الرتبــة نفســها م ×ن فــاإِن المصفوفتــة جـــ حيــث ، اإذِا كانــت 

جـــ مصفوفــة مــن الرتبــة م ×ن، وتكــون كل مدخلــة فــي المصفوفــة جـــ  مســاوية لمجموع المدخلتيــن المناظرتين لها 

ي هـ
 ± ب

ي هـ
 = 

ي هـ
في المصفوفتين ، ب ،اأي اأن:  جـ

Matrix Operations

مثــال )1(

      
3

3-
   

3

١0
     ،  جـ =   

١

3
   

١-

3
     ،  ب =   

٥

١
   

8

4
   =  اإذا كانت 

، اأجد اأ + ب ، جـ - ب.
الحلّ: بما اأن رتبة المصفوفة  = رتبة المصفوفة ب، فاإِنه يمكن اإجِراء عملية الجمع كال�آتي. 

            
6

4    
٧

٧    =    
٥ + ١

3 + ١    
١- + 8

3 + 4    =    
١

3
   

١-

3
    +     

٥

١    
8

4   + ب =   

جـ - ب =                  -                   =                          =     
3

١0

١-

3

4

٧

١- - 3

3-١0

١-3

3-3-

١

3

2

6-

3

3-



2٧

١( عملية جمع المصفوفات هي عملية تبديلية.

2( عملية جمع المصفوفات هي عملية تجميعية.

3( المصفوفة الصفرية )و( هي المصفوفة المحايدة لعملية جمع المصفوفات.

 ، و، فاإِن ب هي النظير الجمعيّ للمصفوفة =  + ب = ب +  :ب مصفوفتين حيث ، 4( اإذِا كانت

- = وتكون ب

مثال )2(

    ،  
9

١-   
4

2
  

2-

٥
  ، ب= 

0

0   
0

0
  

0

0
،   و =  

3

4   
4

٥
  

٥

٧
 =   اإذِا كانت

اأجد: ١( )+و( + ب       ٢( +)و +ب(

 
١2

3   
8

٧
  

3

١2
الحل:  باستخدم الخصائث فإن +و =  ومنها فإن )+و(+ب= +)و +ب( = 

3

4   
4

٥
  

٥

٧
 =  

0

0   
0

0
  

0

0
 + 

3

4   
4

٥
  

٥

٧
    + و = 

ذا تُل�حظ؟    و+  = ______________.          ماإ

خصائص عملية جمع المصفوفات

ثانياً: ضرب المصفوفات بعدد ثابت:

تعريف
اإذِا كانت  مصفوفة من الرتبة م×ن، وكان جـ عدداً حقيقياً فاإِن جـ . مصفوفة من الرتبة  م×ن، حيث تكون كل 

)
ي هـ

 
( = )جـ

ي هـ
(

 
مدخلة فيها مساوية للمدخلة المناظرة لها في المصفوفة  مضروبة بالثابت جـ.   اأي اأن:  جـ

مثــال )2(

    
2١

٧   
28

49  
3٥

28
  

42

٧
،       فاإن= ٧س =  

3

١   
4

٧  
٥

4
  

6

١
 اإذا كانت س = 
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مثــال )3(

  
8

2
   

٧-

١
 = س + 

١2

0
   

9

١١
آتية: 3س -  اأحلّ المعادلة المصفوفيّة ال�

الحلّ: 

                       
١0

١
   

١

6
 ،   ومنها س= 

20

2
   

2

١2
  اإذن   2س= 

١2

0
   

9

١١
 + 

8

2
   

٧-

١
3س - س= 

   

١

2

3

4

٥

؟
2٥
= -8، فما قيمة المدخلة جـ

 2٥
= 9، والمدخلة ب

2٥
 ب، وكانت المدخلة + 2 =اإذِا كانت المصفوفة جـ   

2

١   
4

4  
١

٧ ،  ع= 
١

8   
3

6  
٥

4
  

٧

2
، ص= 

6

3   
2

١  
3

٥
  

8

6
  اإذِا كانت س=  

  اأجدُ ما ياأتي )اإنِ اأمكن(:

4 ×2
  اأ(  س + ص       ب( 3س - 4ص     جـ(  ٥ص - س      د(  س - 2ع        هـ( 2ص - 3و

3

0  
2

3  
١

3-  4 −  
3

٥  
2

6  
٥

١    اأجدُ ناتج ما ياأتي  3 

، اأجدُ المصفوفة س حيث: 2س=  - 3ب

0

١

٧
    

4

8

2-
، ب =  

٧-

١

١-
    

2

4

2-
  =  اإذِا كانت   

آتية:      اأحلّ كل�ً من المعادل�ت المصفوفيّة ال�
2-

٥
   

١

0
  = س − 2  

     
  

3-

2
   

2

١
س +         ب( 2

8

١
   

3

4-
  = 

٥

١
   

١-

4
     اأ(   س + 3 

 

6-
0
4

  

0
٥
٧

 -2س =  

4
2
6

  

2
١
٧

    جـ(   

تمارين ومسائل ) 2 - 2 (
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ضرب المصفوفات
 )3 - 2(

تعريف
 اإذِا كانت  مصفوفة من الرتبة م × ن، ب مصفوفة من الرتبة ن  × ه، فاإِن: 

 
ن هـ

. ب
ي ن
 +..... +

2هـ
.ب

ي2
 +

١هـ
.ب

ي١
 =

ي هـ
، حيث:  جـ

م ×ه
 = جـ

ن ×ه
 . ب

م ×ن


عملية ضرب المصفوفات ليست تبديليّة.

Matrix Multiplication

 = جـ،    فاإن رتبة المصفوفة جـ تساوي 3 × ٥.
٥× 4

 . ب
4× 3
 :ب مصفوفتان حيث ، اإذا كانت

مثــال )1(

آتية: اأجدُ ناتج ضرب المصفوفتين  ، ب في كل من الحال�ت ال�
2

3-

0
    

٥

١

6
               ب =  

0

3

٥
    

١

4-

2
   

3

0

١
    =    )١

 
١

2  
3

4  
٥

6       ب = 
١

2  
3

4  
٥

6   =    )2

الحلّ: األ�حظ اأن عدد اأعمدة المصفوفة   =  عدد صفوف المصفوفة ب  

)0 × 0( + )3- × ١( + )2 × 3(      )6 × 0( + )٥( + )١ × ١ × 3(

)0 × 3( + )3- × 4-( + )2 × 0(     )6 × 3( + )١ × 4-( + )٥ × 0(

)0 × ٥( + )3- × 2( + )2 × ١(      )6 × ١( + )٥ × 2( + )١ × ٥(

3
١2
4-

    
١6
١4
3٧

   =         

  . ب =   

مثــال )2(
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مثــال )3(

  اأجد ناتج كل من  ١(   . ب   
0

١
   

١

0
، ب =  

١-

2-
   

٧

8
  =  اإذِا كانت

الحلّ: 

 
١-

2-
   

٧

8
  = 

0

١
   

١

0
  × 

١-

2-
   

٧

8
 . ب = 

اأتعـلــــم
 هــي المصفوفــة المحايــدة لعمليــة ضــرب المصفوفــات مــن الرتبــة الثانيــة، 

0

١
   

١

0
المصفوفــة  

، ويطلــق عليهــا اأيضــاً اســم مصفوفــة الوحدة.
2
ويرمــز لهــا بالرمــز م

  اأجد ناتج ضرب المصفوفات فيما ياأتي )اإنِ اأمكن(:

3

١-

٧
    

4

٥

2
   .  

١

2   
٥

4-  
3

٥     ب( 

0

2-

١
    

3

4

٥
   

١

٥-

١
   . 

 
3

  
4

  
٧   اأ( 

  ما قيمة كل من الثابتيين اأ، ب؟
4

ب
 = 

3

١
  .  

١

3
   

اأ

2
   اإذِا كانت 

،  

٥

2

3-
    

9

٧

١
   

4

3-

4
   =  ب ، س ثل�ث مصفوفات بحيث ،  اإذا كانت    

 ، وكانت 2 + س = 3ب، اأجد المصفوفة س.

١-

3

0
    

٥

١

١
   

2

4

2
    ب =    

١

2

3

تمارين ومسائل ) 2 - 3 (
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النظير الضربي للمصفوفة المربعة من الرتبة الثانية
 )٤ - 2(

تعريف )1(

 هــو عــدد 
2١


22

   

١١


١2


  =  مصفوفــة مربعــة مــن الرتبــة الثانيــة، فــاإِن محــدد المصفوفــة  اإذِا كانــت 

.)
2١

 
×

١2
 ( − )

22
 × 

١١
( = || حيــث || حقيقــيّ ويرمــز لــه بالرمــز

مثــال )1(

 
9

3-
   

3

١
  =    )آتية: ١  اأجد محدد كل من المصفوفات ال�

الحلّ: 

Matrix Inverse

)Determinants( :اأول�ً: المحددات

١8- = 9 − 9- =   )9 × ١( − )3- × 3( = || ومنها  .)
2١
 ×

١2
 ( − )

22
 × 

١١
( = || 

اأتعـلــــم
||2ك = | صفر، فاإِن |ك  مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية، ك عدد حقيقي، ك  اإذِا كانت

نشاط )1(

اإذِا كانت  مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية وكانت |٥| = -٥0 ، فاإِن:

._____________________= ||٧           ._____________________= ||
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ثانياً: النظير الضربيّ للمصفوفة المربعة من الرتبة الثانية

مثــال )2(

 ،  اأجدُ قيمة س التي تجعل  مصفوفة منفردة.
3

2
   

س−١

2   =  اإذا كانت

0 = ||  مصفوفة منفردة فاإن محدد  الحلّ:   بما اأن

     ومنها )س-١( × 2 − 2 × 3 = صفر ومنها: 2س-2-6 = صفر       2س-8=صفر       اإذن س=4.

تعريف )2(
تسُمى المصفوفة التي محددها يساوي صفر بالمصفوفة المنفردة.

تعريف )3(

اإذِا كانــت  مصفوفــة غيــر منفــردة مــن الرتبــة الثانيــة، فــاإِن المصفوفــة ب مــن الرتبــة الثانيــة تســمى نظيــراً ضربيــاً 

المصفوفــة المحايــدة. 
 2
، حيــث م

2
للمصفوفــة  اإذِا كان  . ب = ب .  = م

2
 .  = م

١-
 = ١-

 .  اأي اأن  ،
١-
 بالرمز  ويرمز للنظير الضربيّ للمصفوفة

تعريف

 
2١
-

١١

   

22


١2
-

  
١
||   = 

١-
 :صفر، فاإن ≠ || حيث ، 

2١


22

   

١١


١2


  =  اإذِا كانت 

نه ل� يوجد لها نظير ضربي واإكانت المصفوفة  منفردة فاإ
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مثــال )2(

 )اإن اأمكن(.
2-

4-
 

١

١
 =  اأجد النظير الضربيّ للمصفوفة

الحلّ: 

)
2١
 ×

١2
 ( – )

22

 
×

١١
( = ||

|| = )١× -4( − )١×-2( = -2 ، اإذا يوجد للمصفوفة نظير ضربي

١-

0,٥-
 

2

0,٥
 = 

2

١
 

4-

١-
 ١-

2  =
١-


اأتعـلــــم
 = 

1-
)١-(

  

6 = 
٥

3-
  

١2-

3س
  اأجد قيمة  س التي تحقق  

  اإذا كان |4ب| = -32، اأجدُ:  قيمة |ب| + |3ب|، حيث ب مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية.

آتية )اإن اأمكن(:   اأجد النظير الضربيّ لكل من المصفوفات ال�
6

3
 

4

2
 ، جـ =  

0

2-
 

٥

4
 ، ب = 

١

3-
 

3

2-
 =  

  منفردة؟
2س+١

4
 

٥

9
  =  ما قيمة س التي تجعل المصفوفة  

١

2

3

4

تمارين ومسائل ) 2 - ٤ (
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حل نظام من معادلتين خطيتين باستخدام قاعدة كريمر

 )٥ - 2(Cramer`s Rule

قاعدة كريمر: 

 تســتخدم قاعــدة كريمــر لحــلّ نظــام مــن معادلتيــن خطيتيــن بمتغيريــن، والــذي يمكــن كتابتــه بالصــورة المصفوفيــة 

آتــي:  .ع = جـــ، حيــث: كال�

   :مصفوفة المعامل�ت،    ع: مصفوفة المتغيرات،       جـ: مصفوفة الثوابت، ||≠ صفر فيكون:

|ص|  حيث:

||
و  ص =  |س|    

||
                     س = 

س: المصفوفة  بعد استبدال مدخل�ت عمود معامل�ت س فيها بمدخل�ت مصفوفة الثوابت.

ص:المصفوفة  بعد استبدال مدخل�ت عمود معامل�ت ص فيها بمدخل�ت مصفوفة الثوابت.

مثــال )1(

استخدمُ قاعدة كريمر لحل نظام المعادل�ت ال�آتي: 

 س − ص = 4 

 ٥س + 2ص = 6

الحلّ: 

اأكتبُ نظام المعادل�ت الخطية على شكل معادلة مصفوفيّة:
4

6
 = 

س

ص
  .  

١-

2
 

١

٥
   

١-

2
 

١

٥
  =  اأفرض



3٥

٥×-١( = ٧( − )2×١( =  
١-

2
 

١

٥
 = ||        

١-

2
 

4

6
المصفوفة  س= 

١4= )6×١-( − )2×4( = 
١-

2
 

4

6
ومنها:    |س|= 

4

6
 

١

٥
المصفوفة ص= 

١4- = )٥×4( − )6×١( = 
4

6
 

١

٥
ومنها:   | ص|= 

2- = 
١4-

٧
  = 

|ص|

||
 = 2 ، ص= 

١4

٧
 = 

| س|

||
 =

  اإذن الحل: )س،ص( = )2، -2(

مثــال )2(

عنــد اســتخدم قاعــدة كريمــر فــي حــل نظــام المعــادل�ت الخطيةنتــج اأن | س| = |  ، 3 ص| = ١٥، ص = ٥، فمــا 

قيمــة س؟

| ص|

||
الحلّ: ص= 

3 = ١٥
٥

  ⇐  || ⇐  ١٥ = ||١٥ = ٥
||

 = ٥  

| س|

||
∴ س =   

١ =    
3

3
 =         
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   اإذِا كانت  مصفوفة من الرتبة الثانية
4

9
 

2

١
 = |

ص
|    ،    

١

4
 

4

9
 = |

س
|    ،    

١

4
 

2

١
 = ||  وكان

   

   اأجد قيمة كل من س، ص.

   

آتية:     استخدم قاعدة كريمر في حل اأنظمة المعادل�ت ال�

     اأ( 3س-4ص = 8
        س+ص = ١2

    ب( 3س - 2ص - ١9 = 0
         ص + 3س = ١3

    عند استخدم قاعدة كريمر في حل نظام من المعادل�ت الخطية نتج اأنّ ص = | ،4 ص| = 20،

    |س| = -١٥، جد قيمة س.

١

2

3

تمارين ومسائل ) 2 - ٥ (



3٧

تمـــــــاريــــن عـــــــامـــــــة

جابة الصحيحة لكل مما يلي: السؤال ال�أول: اختر رمز ال�إ

؟
 2١

- ب
١2
 فما قيمة 2اأ

٥

0
 

١

4
،  ب= 

9-

8-
 

3

2
 = ١( اإذِا كانت

اأ( ٥                   ب(  2                  ج(  ١                 د( -١  

 فما قيمة س، ص على الترتيب؟
 

2
  

ص+س
  

١-   =
 

س
  

3
  

١- 2( اإذِا كانت  

         اأ( )١ ، 2(           ب(  )2 ، ١(            ج(  )٥ ، 2(                  د( )-١، ١(

آتية تمثل  )ب-١(-١ ؟ ، فاأي من المصفوفات ال�
6

١
 

٥

١
3( اإذِا كانت ب= 

6-

١
 

٥-

١-
          د( 

3

٥
 

6

١
       ج( 

6

١
 

٥

١
     ب( 

6-

٥
 

١

١-
         اأ( 

4( اإذِا كانت س مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية، وكان |2س| = 8 فما قيمة |3س|؟
اأ(  ١8                ب(    6                  ج(   4                  د( 2  

آتية ليس لها نظير ضربيّ؟ ٥( اأي من المصفوفات ال�

2-

١-
 

8

4
            د( 

١

١
 

2-

2
        ج( 

2

4
 

١

3
      ب( 

3

6
 

2

4-
        اأ( 

 فما قيمة الثابت جـ؟
١-

١
 

2

١-
 ، ص-١ =  

١

2
 

جـ

١
6( اإذا كانت ص = 

       اأ(  2                    ب(   ١                   ج(   -١                       د( -2

    ٧(عند حل نظام من معادلتين خطيتين، وُجِدَ اأن ص = | ، 2س| = -| ،3ص| = -6 ماقيمة س؟

      اأ(  3                    ب(    ١                   ج(   -١                       د( -3

، فما قيمة الثابت اأ ؟
2

4
 = 

2

ب
 

١

3
 

اأ

2
  8( اإذِا كان 

      اأ(  4                     ب( 2                      ج( ١                      د( صفر
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فما رتبة المصفوفة ب ؟
 4×3

، جـ
١×3
 ب = جـ وكانت .  ب،جـ مصفوفات حيث، 9( اإذِا كانت  

       اأ(  ١×4                 ب(  ١×3                 ج( ١×١                  د( 4×3

السؤال الثاني:   اأستخدمُ قاعدة كريمر لحل نظام المعادل�ت ال�آتي:   2س+١ = ص   ،   س-2ص = 4

اإختبار ذاتي

١

2

3

4

٥

6

٧

اإذا كانت المصفوفة س =            فما رتبة المصفوفة س؟   

       اأ.2×3                 ب.3×2                 ج.6                 د.2     

؟
23
اإذا كانت ب=            فما قيمة المدخلة ب

    اأ.-١                      ب.23                 ج.١0                 د. -2     

اإذا كانت                      =           فما قيمة ص؟

       اأ. -2                  ب .2                 ج.-4                  د.4

كانت المصفوفة اأ هي النظير الضربي للمصفوفة ب فاإن واحدة من العبارات ال�تية صحيحة:

       اأ. اأ×ب = و           ب. اأ2 = ب2        ج. اأ×م = ب         د. اأ×ب= م

ما قيمة س التي تجعل المصفوفة             منفردة؟ 

       اأ. ± 6                ب. 6                 ج. -6               د. 63

اإذا كانت اأ =            فما قيمة | 2 اأ | ؟ 

       اأ. 82                ب. -٧                   ج. -82              د. -4١ 

اإذا كانت  س-١=            فما )    س(-١؟ 

       اأ.                    ب.                   ج.                   د.   

٥  -١ 3
2-  8 ٥
4 ١0 6

3    2
2    ٥ ٥          س+ص

س-2        3 

س    4
9    س

2    3
٥    ١

١
2

0    ١
3    2

0

١

١

3
2

2

0    6
2   4-

0    2
6    4

0    3
١   2-

٥  3 ١
٥ -١ 2

جابة الصحيحة لكل من الفقرات ال�آتية: السؤال ال�أول: اختر رمز ال�إ
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اإذا كان     |اأس| = |3 اأ | = ١8 حيث اأ مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية فما قيمة س ؟ 

       اأ. ١8             ب. 36             ج. -١8                 د. ١

اإذا كان اأ ب = س، حيث اأ ، ب غير منفردتين فما المصفوفة ب؟

       اأ. اأ-١س           ب. س.اأ-١          ج. س-١ - ب            د. اأس

ما ناتج              .       ؟

       اأ.                    ب.           ج.                   د.

السؤال الثاني:

استخدم قاعدة كريمر في حل النظام ال�آتي من المعادل�ت:

3 س +2 ص - ٧ = 4                         2 ص + 4 س =6١ 

السؤال الثالث: حل المعادلة المصفوفية ال�آتية:

3             - 2س =             +  

السؤال الرابع: اإذا كانت  ص =             +             ، جد ص-١ . 

السؤال الخامس: ما قيم س التي تحقق المعادلة:                 = ٨؟

١
2

4  2  3-
2
0
١

2- 4  0  6-
6
0

8  4 6-
0  0  0

١   4 

6   ٥-
٥-   4 

8-   2
4   ٥ 

6-   9

2-   3 

١-   4-

2   ٥- 

2-   4

      2-    ٥
4   3-س

           

8

9

١0

 



٤٠

 المعادل�ت ال�أسية
 Exponent Equations

م +ن
 = 

ن
)( ×

م 
)( )١

م ⨯ن
  =

ن 
)
م
( )3

م  − ن
 =  

م 
)(

ن
)(

  )21 =
 ٠
)(   )4

اأتذكّر:
لتكن  ، م، ن  ح ،  ≠ ١ ،   ≠ صفر فاإن:

 )1 - 3(

مثــال )1(
 اأحل المعادلة )2٧(2س-١ = )9(١-س

الحلّ:  )2٧(= )3(3   كذلك 9 = )3(2

  ومنها:        )3(6س- 3= )3(2-2س   )لماذا؟(

بما اأن ال�أساسات متشابهة فتكون ال�أسس متساوية:

اأي اأن:    6س − 3 = 2 − 2س

 }
٥

8
        8س= ٥     ومنها مجموعة الحل: }

   
تمارين ومسائل ) 3 - 1 (

آتية: اأجدُ مجموعة حلّ كل من المعادل�ت ال�أسية ال�

اأ( )8(٥س-3 = )4(6-3س   ب(  )٧(س-2 = )49(٥-4س     جـ( )2٧(س-2 = )8١(2-س

آتية؟  ما مجموعة حلّ كل من المعادل�ت ال�أسية ال�

(3س- ٥ = 2٧   ب(  )١2٥(2-س = )٥(2س-9    جـ(  )6(2س-١ = 2١6 
١

9
اأ(   )

١

2

حصاء الوحدة الثالثة: المعادل�ت والمتسلسلات وال�إ
 Equations, Series and Statisitics
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 المعادل�ت اللوغاريتمية 
         Logarithmic Equations  )2 - 3(

اإذا كانت ، س، ص < صفر،  ≠١ فاإن:

       ١ =  

  )2  ١ = صفر  


  )١

ص
 
 + س

 
 =  س ⨯ ص(ـ( 


  )4   س = جـ   تكافيْ   جـ = س 


  )3

٠س ، س

 ⨯ سن = ن


  )6 )ص( 

 
 − )س(

 
 = )

س
ص

( 

  )٥

اأتذكّر:

مثــال )1(

س= 3.
2
 اأحلّ المعادلة 

الحلّ: لحلّ المعادلة اللوغاريتمية نحولها  اأول�ً للصورة ال�أسية.
س= 3 تكافئ  )2(3 = س     

2
  

 ومنها:  س = 8   

مثــال )2(

)س2 − 2س + ٥( = 3  
2
 :آتية  اأحلُّ المعادلة اللوغاريتمية ال�

الحلّ:  لحلّ المعادلة اللوغاريتمية نحولها  اأول�ً للصورة ال�أسية.
)س2 − 2س + ٥( = 3  تكافئ : س2 − 2س + ٥ = )2(3

2
  

      س2−2س − 3 =0  ومنها:  )س − 3()س + ١( =0          مجموعة الحلّ: }-١ ، 3{

   

آتية: اأجدُ مجموعة حلّ كل من المعادل�ت ال�

)6 − س( = 3          
 ٣
  )343( = 2س − ١        جـ(

 ٧
  )٥س − 4( = 4          ب(

 ٢
   )اأ 

)١0(6 = 2س + 4
 ١0
  )س2 + 3س − 3( =0     هـ(

 ٥
   )د

١

2

3
)س3−2( = 0 

3
 اأجدُ مجموعة حلّ المعادلة لو

)2س − ٥( = ١
٣
 − )س − ١(

٣
 :آتية  اأحل المعادلة اللوغاريتمية ال�

تمارين ومسائل ) 3 - 2 (
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المتسلسلة الحسابية ومجموعها 
Arithmetic Series  )٤ - 3(

تعريف

 ، )

 ح

ن

١=

  ( المقابلة لها، ويكون حدها العام )

( تمثلّ مجموع حدود المتتالية )ح


 ح

ن

١=

  ( المتسلسلة

 عن مجموع حدودها.
ن
   ويعبر جـ

مثــال )1(

=  }3 ، -١ ، 4 ، 9 ، -٥{، ثم اأجد مجموعها
ن
 اأكتب المتسلسلة المقابلة للمتتالية ف

                            ١0 =
٥
ومنها: جـ

            ٥
= جـ

 
 ف

٥

١=

  :3 + -١ + 4 + 9 + -٥.       ل�حظ اأن =
 

 ف
٥

١=

 :ّالحل

)Series( :اأول�ً: المتسلسلات

المتتالية الحسابية: هي المتتالية التي يكون الفرق بين اأي حدين متتاليين فيها يساوي مقداراً ثابتاً دائماً.

 =  +  )ن −١( د، حيث  : الحد ال�أول،  د: ال�أساس،   ن:  رتبة الحد النوني.   
ن
وحدها العام ح

اأتذكّر:

اأتعـلــــم
تعرف المتسلسلة الحسابية باأنها مجموع حدود المتتالية الحسابية المرتبطة بها. 

مثــال )3(

اأميّز المتسلسلة الحسابية من غيرها فيما ياأتي:

2 + 3 + ٥ + 6 + 8 )2          ١9 + ١6 + ١3 + ١0+ ١( ٧

الحلّ: ١( المتسلسلة حسابية ، ل�أن: ١0 − ٧ = ١3 −١0 = ١6 − ١3= ١9 − ١6= 3

         2( المتسلسلة ليست حسابية ، ل�أن 6 − 8= −2 ، بينما ٥ − 6= - 6 − 8≠ ٥ − 6.



٤3

اأتعـلــــم

مجموع اأول ن حداً من حدود متسلسلة حسابية حدها ال�أول   واأساسها د ، يعطي بالقانون:

ن ) + ل(
2

 =
ن
)2 + )ن −1( ⨯ د( اأو جـ

 

ن
  2

 = 
ن
جـ

مثــال )3(

اأجدُ مجموع اأول 40 حدّاً من المتسلسلة الحسابية ١2+١0+000+6+8

الحلّ:    =١2  ،  د=-2 ،   ن=40

 )2 + )ن −١( ⨯ د(
ن
2

 = 
ن
جـ

١080- =  )٧8 − 24( 20 =  )2- ⨯ 39 + 24( 20  =   )2- ⨯ )١− 40( + ١2 × 2( 
40
2  

=
 40

جـ

نشاط )1(

)١2 − ر(
60

ر=١

    ُاأجد  

الحلّ: األ�حظ اأن المتسلسلة حسابية )لماذا(؟

                         = ١ − ١ = ١١2=
١
ح

 = ١2 − 60 = -48  اإذِن المتسلسلة حسابية، فيها   =١١ ،    ل = -48،   ن =60
60 

ح

  ._________________=
 60

 ) + ل(     ومنها جـ
ن
2

  =
 ن
جــ
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مثــال )٤(
= 4ن − ن2

ن
اأجدُ الحد الخامس عشر في المتسلسلة الحسابية التي يعطى مجموعها بالعل�قة: جـ

.
١
      األ�حظ اأن الحد ال�أول  = جـ

 
الحلّ:

3 =     :4)١( − )١(2 = 3   ومنها =
 ١
              جـ

  
2
+ ح

 ١
 =ح

2
مجموع اأول حدين = جـ  

)
١
 – جـ

2
 = )جـ

2
                             = 4)2( − )2(2= 8 − 4 = 4    ومنها: ح

)لماذا(؟
   ١

 − ح
2
= 4 − 3 =١  كما اأن  اأساس المتسلسلة = ح

2
                          ح

 = 3 + )ن − ١( ⨯ -2
ن
                             =١ − 3 = -2  اإذن د = -2   ومنها:  ح

 = 3 + )١٥ − ١( ⨯ -2 = -2٥  )هل هناك حلول اإخرى؟(.
١٥
ح             

   

آتية: أربعة ال�أولى من مفكوك كلّ من المتسلسل�ت ال� اأكتبُ الحدود ال�

)2( 
١٧

١=

    )١(        ب + 
   

(
٧

١=

   )اأ 

متسلسة حسابية حدها ال�أول ١4، واأساسها يساوي ٥ اأجدُ مجموع اأول 20 حداً منها.

اأجدُ الحد ال�أول في المتسلسلة الحسابيّة التي اأساسها 2 ومجموع اأول 60 حداً فيها يساوي ١20 

  كم حداً يجب اأخذه من متسلسلة حسابية حدها ال�أول 3 واأساسها 6 ليكون مجموع تلك الحدود = 2٧؟

.
 60

متسلسلة حسابية حدها ال�أول 3 وحدها الستون = 8٧ ، اأجد جـ

١

2

3

4

٥

تمارين ومسائل ) 3 - ٤ (

2
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 المتسلسلة الهندسية ومجموعها 
Geometric Series

مثــال )1(
اأميّزُ المتسلسل�ت الهندسية مما ياأتي: اأ(  8١ + 2٧ + 9 + 3 + ١.  ب( 6 + 9 + ١2 + ١٥ + ١8.

  
١
3

  = 
3
9

  = 
9

2٧
  = 

2٧
8١

الحلّ:    اأ( متسلسلة هندسية ، ل�أن  

  
١2
9

 ≠ 
9
6

 ب( ليست هندسية، ل�أن   = 

اأتعـلــــم
تعرف المتسلسلة الهندسية باأنها مجموع المتتالية الهندسية المرتبطة بها. 

المتتالية الهندسية: هي المتتالية التي تكون النسبة بين اأي حدين متتاليين فيها يساوي مقداراً ثابتاً دائماً.
، حيث  : الحد ال�أول،  : ال�أساس،   ن:  رتبة الحد النوني  

)ن −١(
  = 

ن
        وحدها العام ح

اأتذكّر:

 )٥ - 3(

اأتعـلــــم
 ،  واأساسها   مجموع اأول ن حد من حدود متسلسلة هندسية حدها ال�أول

١ ≠  ،
ن
− ١
− ١   = 

ن
يعطي بالقانون جـ

مثــال )3(

82+...........+42+32 +22+١2 =  )
)2ن

8

ن=١


 

األ�حظ اأن المتسلسلة هندسية لماذا؟ :   وفيها:       ، 2 =  = 2  ،   ن = 8

٥١0 =  2٥6 − ١
١−

 2 =  
82 − ١
2 − ١

 2 =
 8
اإذن: جـ  



٤٦

   

آتية: اأجدُ مجموع المتسلسل�ت الهندسية ال�

) 2 ⨯ 3ن(.
 

4

ن=١

   )اأ 

ب( ١ + ٥ + 2٥ + ١2٥ + 62٥.

 
١

١6
 − 

١
4

    ج( 4 − ١ + 

متسلسلة هندسية حدها ال�أول ٧ و اأساسها -١ ، اأجدُ مجموع اأول عشر حدود منها.

اأجدُ الحد ال�أول في المتسلسلة الهندسية التي اأساسها 2 ومجموع اأول اأربعة حدود يساوي 60.

  كم حداً يلزم اأخذه من متسلسلة هندسية حدها ال�أول 4 واأساسها 3 ليكون مجموعها ١60 ؟

١

2

3

4

تمارين ومسائل ) 3 - ٥ (
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ورقة عمل
جابة الصحيحة: السؤال ال�أول: اأضعُ دائرة حول رمز ال�إِ

)-١(؟   اأ( -٥     ب( -١          ج( ١               د( ٥
٥

١=

 ١( ما  قيمة

2( ما عدد الحدود الل�زم اأخذها ليصبح مجموع المتسلسلة ٥+١0+20 +.. يساوي 63٥؟

اأ(  ٧                   ب( 6                      ج( ٥              د( 4  

3( متسلسلة حسابية مجموع اأول ستة عشر حداً فيها  32، واأساسها -2، ما حدها ال�أول؟

       اأ(  34                   ب( ١٧                     ج( ١6              د( -١3

 )243 ⨯ 8١(؟
3
 :4( ما قيمة

       اأ(  ٥                    ب(   20                   ج(   9                د( 4

)3(3س−١ = ٥
2٧
  :٥( ما مجموعة حلّ المعادلة

              د( -
١6
3

         اأ( ٧                  ب(  3                       ج(  

السؤال الثاني:   اأكتب اأول ٥ حدود لمتسلسلة حسابية مجموع حديها الثاني والتاسع = 2٥، ومجموع 

                   حديها الثالث والسابع =20.

السؤال الثالث:   كم حداً يلزم اأخذه من المتسلسلة الهندسية ١ + 3 + 9 .... ليكون المجموع مساوياً 364.

=ن)2ن+١( اأجدُ الحد 
ن
السؤال الرابع:    اإذِا كان مجموع اأول ن حداً من متسلسلة حسابية يعطى بالعل�قة جـ

                   ال�أول وال�أساس لتلك المتسلسلة.

)64(س 
8
 = 3-2٥(2س(

٥
 آتية؟ السؤال الخامس:   ما مجموعة حلّ كل من المعادلة اللوغاريتمية ال�



٤٨

العلامة المعيارية 
 )٦ - 3(Standard Score

تعريف
 ، وانحرافهــا المعيــاري )( العلامــة المعياريــة: اإذِا كان الوســط الحســابي لمجموعــة مــن البيانــات يســاوي

فــاإِن العل�مــة المعياريــة )ع( المقابلــة للقيمــة )س( تمثِّــل عــدد ال�نحرافــات المعياريــة التــي تنحرفهــا القيمــة س 

 − س


عــن الوســط الحســابي للبيانــات. وبالرمــوز فــاإِنّ: ع =

مثــال )1(
أدبــي فــي اختبــار الجغرافيــا يســاوي )١3(   اإذِا كان الوســط الحســابي لعل�مــات )30( طالبــا فــي الصــف الثانــي عشــر ال�

ــة  ــل�مات: ١١ ،١3 ،23، فمــا هــي القيــم المعياري ــة طــل�ب علــى العـــــــ ــاإذا حصــل ثل�ث ــاري )2(. ف وانحرافهــا المعي

المناظــرة لــكل منهــم؟

الحلّ:

 
 − س


       ع =

 ع = -١ 
 ١3 − ١١

2
العل�مة المعيارية )ع( المقابلة للعل�مة )س =١١( هي  ع =

 ع = 0
 ١3 − ١3

2
العل�مة المعيارية )ع( المقابلة للعل�مة )س =١3( هي ع =

 ع = ٥
 ١3 − 23

2
العل�مة المعيارية )ع( المقابلة للعل�مة )س =23(  هي ع =



٤٩

مثــال )2(
آباء يساوي )43( سنة وانحرافها المعياري )٥( سنة وكانت العل�مة  اإذِا كان الوسط الحسابي ل�أعمار مجموعة من ال�

المعيارية المقابلة للعمر)س( تساوي )4( ما العمر س؟

                 
س − 43

٥
  ومنها   4  =

 − س


الحلّ:        ع =

                 20 = س − 43    اإذن   س = 63

    
تمارين ومسائل ) ٤ - 1 (

اإذِا كان  ، 20 =  = 4، ما العل�مة المعيارية )ع( التي تقابل العل�مة س = 28.

٥ ، ما 
2

اإذِا كان مجموع عل�مات ٥0 طالباً في امتحان التاريخ يساوي ١000، وانحرافها المعياري 

العل�مة المعيارية المناظرة للعل�مة ١٥؟

اإذِا كان الوسط الحسابي ل�أطوال20 طالباً يساوي١٥0سم وانحرافها المعياري 2 سم، ما الطول الذي عل�مته 

المعيارية = 3؟

 اإذِا كان الوسط الحسابي لكتلة مجموعة من ال�أشخاص يساوي ٥0كغم، وانحرافها المعياري  كغم، 

وكانت العل�متان المعياريتان المقابلتان للكتلتين: س، 60 هما -2 و 4 على الترتيب:

اأ(  فما قيمة كل من س و ؟

ب( مالعل�مة المعيارية المقابلة للكتلة ٥8كغم؟

١

2

3

4
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 التوّزيع الطبيعي المعياري  
 )2 - ٤(Standard Normal Distribution 

تعريف
منحنى التوزيع الطبيعي المعياري هو منحنى تكراري لتوزيع العل�مات المعيارية مقابل تكراراتها، بوسط حسابي 

يساوي صفر، وانحراف معياري يساوي واحد. ويسمى هذا المنحنى شكل الجرس.

0 = 
—
ع

واأهم خصائصه: 

0,04 0,03 0,02 0,0١ 0,00 ع
0,0
0,١

0.٥٩١0 0,2
0,3
0,4

 اأستخدم الجداول في حساب المساحة المحصورة بمنحنى التوزيع الطبيعي المعياري والواقعة تحت )ع=  0,23(

نشاط )1(

  اأجد من الجدول اأن: المساحة تحت )ع= 0,23( = ٥9١0,0

0 = 
—
١. متماثل حول ع

أفقي فيه بمقدار انحراف معياري واحد بكل وحدة. 2. يُقسّم المحور ال�

3. المساحة المحصورة بين المنحنى والمحور ال�أفقي تساوي وحدة مربعة واحدة.
شارة اأن المساحة المحصورة بين قيمتين معياريتين يمكن حسابها من خل�ل  ومن الجدير بال�إِ

جداول منظمة ودقيقة اأعدّت لهذا الغرض. ل�حظ الملحق )١(.

مثــال )1(

اأستخدم الجداول في حساب المساحة المحصورة بمنحنى التوزيع الطبيعي المعياري والواقعة: 

١. تحت )ع = ١(        2. تحت )ع = ١,42 (         3.  فوق)ع = 2(

الحلّ: ١. المساحة تحت )ع = ١( تساوي 0,84١3  2. المساحة تحت ع = )١,42( تساوي 0,9222

 3. المساحة فوق )ع = 2(= ١- المساحة تحت )ع = 2(   = ١- 0,9٧٧2  = 0,0228
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اأتعـلــــم
( اإلــى المســاحة الكليــة تحــت المنحنــى 

١
)ع>ع

 
نســبة المســاحة المحصــورة تحــت منحنــى التوزيــع الطبيعــي عندمــا

)
١
)ع =ع

   
تســاوي المســاحة تحــت

مثــال )2(
استخدم جدول التوزيع الطبيعي المعياري في اإيجاد نسبة المساحة في كل مما ياأتي :

١( عندما )ع ≥ -2,64(       2( عندما )2≥ع ≥ 3(             3( عندما )ع ≤ -٥2,2(      

الحلّ: ١( عندما )ع ≥ -2,64( فاإن نسبة المساحة تحت )ع = -2,64( = ____________________

2( عندما )2≥ع ≥ 3( فاإن نسبة المساحة بين )ع = 2 ، ع = 3(

المساحة تحت )ع = 3( −  المساحة تحت )ع = 2( =  0,998٧ − 0,9٧٧2 = 0,02١٥

األ�حظ اأن المساحة المحصورة بين ع = 2 و ع = 3  تمثل ما نسبته 2,١٥% من المساحة الكلية تحت المنحنى.

=  ١ − نسبة المساحة تحت ع = -٥2,2 
 
3( عندما )ع ≤ -2,٥2( = نسبة المساحة فوق )ع = -٥2,2(

0, 994١ = 0,0٥9 − ١  =

تطبيقات على التوزيع الطبيعي المعياري:

 تقدّم ١000 طالب ل�متحان ما في جامعة النجاح الوطنية. فاإِذا كانت عل�مات الطلبة تتبع التوزيع الطبيعي وسطه 

الحسابي 60 وانحرافه المعياري  ١0  . اأجـــدُ:

اأ( النسبة المئوية  للطلبة الذين تنحصر عل�ماتهم  بين ٥0، و90.        ب( عدد الطلبة الذين عل�ماتهم تزيد عن 80 

١0 =   ، 60 =  الحلّ: اأ( اأفرض اأن س تمثِّل عل�مات الطلبة، حيث

3 = 
60 − 90

١0
 = -١  ،   وعندما س = 90 فاإن:  ع = 

60 − ٥0

١0
عندما س = ٥0 فاإن:  ع = 

اإذن النسبة التي تمثل )٥0 ≥ س ≥ 90( =  نسبة المساحة عندما ) -١ ≥ع  ≥ 3(

                                          = )المساحة تحت ع = 3( − )المساحة تحت ع = ١(

                             = 0,998٧ − 0,١٥8٧ = 0,840، اإذن النسبة المئوية = 0,840 ⨯ ١00% = %84



٥2

تمارين ومسائل ) ٤ - 2 (   

آتية:  استخدم جدول التوزيع الطبيعي المعياري في اإيجاد نسبة المساحة لكل من ال�

اأ(  عندما )ع ≥ 0,34(          ب( عندما  )ع ≤ -١,64(       جـ( عندما  )-2 ≥ع ≥ 6٧,١(  

 اإذِا كان عمر التشغيل لبطارية سيارة من اإنِتاج مصنع فلسسطيني يتبع التوزيع الطبيعي، بوسط حسابي 2000 
ساعة، وانحراف المعياري ١20 ساعة، ما النسبة المئوية للبطاريات التي يكون عمر التشغيل لها اأكثر من 

١820 ساعة؟

خطّ اإنِتاج في مصنع ينتج 400 كيس من السكر تتبع توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي يساوي ١,0١، كغم  
وانحراف معياري يساوي 0,02كغم . اأجـــــــــــــــــــدُ:  

  اأ( النسبة المئوية  لل�أكياس التي كتلتها اأقل من ١,03  كغم من اإنتاج هذا الخط.

 ب( عدد ال�أكياس التي كتلتها اأكثر من ١,02 كغم.

 ج( النسبة المئوية  لل�أكياس التي تتراوح كتلتها بين ١كغم  و  ١,0٥ كغم.

تقدم ١000 طالب في اإحِدى الجامعات الفلسطينية ل�متحان عام في المهارات التقنية. وكانت عل�ماتهم 
تتبع التوزيع الطبيعي بوسط حسابي يساوي 68 وانحراف معياري ، فاإذا كان عدد الطلبة الذين حصلوا على 

عل�مة 60 على ال�أقل هو ٧١9 طالب.      

             اأ( ما قيمة ؟ 

             ب( ما النسبة المئوية للطلبة الذين حصلوا على عل�مة 40 على ال�أقل؟     

             جـ( ما عدد الطلبة الذين حصلوا على عل�مة ٧0 على ال�أكثر؟  

١

2

3

4

 = 2 اإذن النسبة التي تمثل )س ≤ 80(   = نسبة المساحة فوق )ع=2(
60 − 80

١0
ب( عندما س = 80  فاإن: ع = 

                          = ١ − المساحة تحت )ع = 2(   = ١ − 0,9٧٧2 = 0,0228

النسبة المئوية = 0,0228  ⨯ ١00% =  2,28%  اإذن عدد الطلبة = ١000 ⨯ 0,0228  23  طالباً.



٥3

تمـــــــاريــــن عـــــــامـــــــة
جابة الصحيحة: السؤال ال�أول: اأضعُ دائرة حول رمز ال�إِ

١( متسلسلة حسابية حدها ال�أول 3 وحدها العاشر 2١، ما مجموع اأول عشرة حدود منها؟ 

اأ( 20                  ب(  40                  ج(  ٥0            د( ١20  

 ، ما مجموع اأول ثل�ثة حدود منها؟
١
3

2( متسلسلة هندسية حدها ال�أول -١ ، اأساسها 
٥2
8١

              د( 
4
3

                 ج(  
9

١3
                 ب(  

١3-
9

         اأ( 

 )243 ⨯ 8١(؟
3
 :3( ما قيمة

       اأ(  ٥                    ب(   20                   ج(   9                د( 4

(١-س ؟  ١
32

4(  ما قيمة س التي تحقق المعادلة 64 = )

  
١١
٥

                   ج(  ٥            د( 
١-
٥

اأ( -٥                  ب(    

٥( اإذِا كان الوســط الحســابي لمجموعــة مــن العل�مــات يســاوي ٥6 وال�نحــراف المعيــاري يســاوي 4 فمــا العل�مــة التــي 
تنحــرف انحرافيــن معيارييــن تحــت الوســط؟

اأ( ٥٧                ب(  48                  جـ(  ١2             د( -١2  

6( اإذِا كان الفــرق بيــن طولــي شــخصين يســاوي ٥١ســم، والفــرق بيــن العل�متيــن المعياريتيــن المناظرتيــن لطوليهمــا يســاوي 

١,٥، فمــا ال�نحــراف المعيــاري  ؟

         اأ( ١٥                 ب(  ١,٥                 ج(  ١0              د( ٧٥,٧0
٧( اإذِا كانــت كتلتــا شــخصين 8٥كغــم ، 80 كغــم، وكانــت العل�متــان المعياريتــان المناظرتــان لهمــا ١، -2 علــى الترتيــب 

فمــا ال�نحــراف المعياري؟

            د( ١٠
٥
3

                ج(  
3
٥

         اأ( ١         ب( 

  = )2,23 8( اإذِا كانت ع تتبع التوزيع الطبيعي وكانت المساحة عندما )ع
    ما نسبة المساحة عندما )ع -2,23(؟

١ +  )١          د −  )ج               − ب( ١          )اأ         

9( اإذِا كان الفــرق بيــن طولــي شــخصين يســاوي ٥١ســم، والفــرق بيــن العل�متيــن المعياريتيــن المناظرتيــن لطوليهمــا يســاوي 

١,٥، فمــا ال�نحــراف المعيــاري  ؟

         اأ( ١٥                 ب(  ١,٥                 ج(  ١0              د( ٧٥,0



٥٤

السؤال الثاني:  اإذِا كان ع يتبع التوزيع الطبيعي، اأجد نسبة المساحة في كل مما ياأتي:

        اأ( عندما )ع ≤١,١3(             ب( عندما )ع ≥42,١(                       

               جـ( عندما )-١,3٥ ≥ ع ≥ 2,0١(           د( عندما )-١,4١≥ ع ≥ 2,4٥(  

السؤال الثالث:   ما مجموعة حلّ كل من المعادلة ال�أسية )9(س+4 = )2٧(4س  ؟ 

     ١- = 
)0,000١(

١0
س 

)١000000(
١00


آتية؟   السؤال الرابع:   ما مجموعة حلّ كل من المعادلة اللوغاريتمية ال�

 0 =  )١2٥(
٥
 2 + )243(

3
) 64( + س لــو

8
 2س 

١
2

السؤال الخامس: ما مجموعة حلّ المعادلة: 

السؤال السادس:   اإذِا كان الوسط الحسابي لمجموعة من المفردات يساوي ٥0 وال�نحراف المعياري لها ١0 اأجد:

              اأ( العل�مة المعيارية المناظرة للمفردة 60  

              ب( المفردة المناظرة للعل�مة المعيارية -١,٥

السؤال السابع:    اإذِا كانت س تمثل عل�مات طلبة صف ما بحيث س تتبع التوزيع الطبيعي حيث اأن الوسط 

                  الحسابي يساوي 20 وال�نحراف المعياري يساوي 4، اأجد كل�ً مما ياأتي: 

ب( نسبة المساحة عندما )س ≥ 9(
     

                 اأ( نسبة المساحة عندما )س ≤ ١6(

السؤال الثامن:   اإذا كانت العل�متان المعياريتان المناظرتان للعل�متين ١٧ ، 3٥ هما -3،١ على الترتيب،

                  فما الوسط الحسابي وال�نحراف المعياري للعل�مات الخام؟

السؤال التاسع:   صَفّ مكون من 40 طالباً، اإذا كانت عل�مات الطل�ب رامي، محمد ، رائد هي 80، 90، س 

على الترتيب، وعل�ماتهم المعيارية المناظرة هي: 2، 3، -١ على الترتيب، فما قيمة س؟   

١0(  اإذِا كانــت س تتبــع التوزيــع الطبيعــي بوســط الحســابي  وانحــراف معيــاري  ، مــا قيمــة المســاحة الممكنــة 

عندمــا )س( ؟

         اأ(  0,0٥             ب( 0,٥0                 ج( ١               د( صفر



٥٥

اإختبار ذاتي

جابة الصحيحة لكل فقرة من الفقرات ال�تية: السؤال ال�أول: اختر رمز ال�إ

١( اذا كانت العل�مة المعيارية ل�حمد في اختبار الرياضيات تساوي ع = -3,٥ فيما كانت العل�مة المعيارية لناصر 
هي -١، فاي منهما كانت عل�مته الخام اأفضل؟

أداء         د. ل� يمكن ان نقرر  اأ.ناصر         ب . اأحمد         ج. نفس مستوى ال�

2( اإذا كان الوسط الحسابي ل�أطوال ٥١ طالبا تساوي ١30 سم ،وكانت العل�مة المعيارية  المقابلة للطول ١32 سم 
هي ٥,0 ، فما ل�انحراف المعياري لتلك ال�طوال ؟

اأ. 2                        ب. ١                 ج. 4             د. 8

)4ر – ٥(  ، فما مجموع اأول ٧2 حداأ فيها؟  = 
ن
ح 3( اذا كانت مجموع 

اأ. 2682                   ب.١34١                 ج. 8٥4١      د. -١0١٥2

 =  4)2(ر الل�زم جمعها ليصبح ج ن =60 ؟
ن
ح 4( ما عدد حدود المتسلسلة الهندسية مجموع 

اأ. ٥                      ب. 4                      ج. 06         د. 6 

ما مجموعة حل المعادلة : لو4 )2س-١(  - لو4 )3-س( = 0 ؟

{                   ج. }0{         د. }-2{ {               ب.} اأ. }

السؤال الثاني: حل كل من المعادل�ت ال�تية:

١( )64(-2س  =       2( لو٥ )س+3(  - لو٥ )س-١( = ١ 

السؤال الثالث: متسلسلة حسابية يعطى مجموع اأول ن حداأ منها  جـن = ٥ن2  - 3ن  جد الحد العام 
لهذه المتسلسلة .

السؤال الرابع: تتبع كتل ال�أطفال الخدَج منحنى التوزيع الطبيعي ،بوسط حسابي 1,2٤ كغم وانحراف 
معياري =٠,2 ،اذا كان عدد ال�أطفال الحدج عام 2٠1٨ يساوي 12٠٠ طفلا .

اأ( ما عدد ال�أطفال الذين يقل وزنهم عن ١ كغم؟

ب( ما نسبة ال�أطفال الذين تنحصر اأوزانهم من ١ اأو ١,3 كغم؟


