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نتهاء من دراسة هذه الرزمة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا قادرين على توظيفها في الحياة العمليّة  يتوقع من الطلبة بعد الاإ
من خلال الاآتي:

التعرف على مفهوم المصفوفة.	 

تنظيم بيانات معطاة على شكل مصفوفة وتحديد رتبة هذه المصفوفة.	 

اإيجاد ناتج جمع وطرح المصفوفات.	 

اإيجاد ناتج ضرب المصفوفات. 	 

اإيجاد محدد المصفوفات المربعة من الرتبة 2×2 ، 3×3.	 

اإيجاد النظير الضربي للمصفوفة المربعة من الرتبة 2×2.	 

حل نظام من المعادلات الخطية باستخدام المصفوفات. 	 

توظيف المصفوفات في مسائل عملية وحل تمارين عامة.	 

التعرف اإلى مفهوم متوسط التغير للاقتران ق)س( واإيجاده.	 

التعرف اإلى مفهوم المشتقة الاأولى للاقتران، واإيجادها باستخدام التعريف.	 

يجاد مشتقات بعض الاقترانات.	  التعرف على قواعد الاشتقاق، واستخدامها لاإ

اإيجاد المشتقة الاأولى باستخدام قاعدة السلسلة.	 

اإيجاد القيم القصوى المحلية للاقتران.	 

التعرف اإلى العلاقة بين العلامة المعيارية والعلامة الخام.	 

حساب العلامة المعيارية، وتفسيرها.	 

التعرف اإلى التوزيع الطبيعي المعياري، وخواصّه.	 

استخدام جدول التوزيع الطبيعي في اإيجاد المساحة تحت المنحنى.	 

توظيف خواص التوزيع الطبيعي في حل مسائل عملية.	 

التعرف اإلى مفهوم التكامل غير المحدود.	 

اإيجاد التكامل غير المحدود.	 

التعرف اإلى قواعد التكامل غير المحدود وتوظيفها في اإيجاده.	 

التعرف اإلى التكامل المحدود، وحسابه.	 

التعرف اإلى خواص التكامل المحدود وتوظيفها في حسابه.	 

استخدام طريقة التعويض في اإيجاد بعض التكاملات.	 

توظيف التكامل المحدود في اإيجاد بعض المساحات.	 

التعرف اإلى مفهوم الفائدة، واأنواعها.	 

التعرف اإلى عوامل الفائدة.	 

اإيجاد الفائدة البسيطة.	 

اإيجاد الفائدة المركبة.	 
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)Matrix( المصفــوفة

6      2      5-  ، جـ = 
2-       3-

5      1
2

 ، ب = 
0       3       5
1       2      4-
1-      5       0

 =  :نشاط:  اإذا كانت

رتبة  تساوي 3×3 ، رتبة ب ........ ، رتبة جـ ......
..... =

3 1 
........ ، جـ

  
=

22
هي مدخلة الصف الاأول والعمود الثاني وتساوي 3 ، ب 

 2 1


1 2
  وتمثل بالرموز  العدد -4 هو مدخلة الصف الثاني والعمود الاأول في المصفوفة

 = ي + هـ ،
ي هـ
 بحيث اأن  من الرتبة 2×2، اإذا عرفت مدخلات المصفوفة  مثال )1(: المصفوفة

              اكتب المصفوفة  بذكر مدخلاتها؟

3 = 2 + 1 = 
2 1
 ، 2= 1 + 1 = 

1 1
    ، 21


           11



22

           12


  =

 2×2
 :الحل

4 = 2 + 2 = 
22
 ، 3 = 1 + 2= 

1 2


3      2
4      3

 = 

 )1( اإذا كانت  مصفوفة تتكون من م صف،  عمود ) م ،   ص+ ( فاإن م ×  تســمى 

اأتعلم
. )

  × م
 ( ويرمز لها بالرمز ، وتقراأ م في ، رتبة المصفوفة

)2( الاأعداد الحقيقية المكونة للمصفوفة تسمى عناصر )مدخلات(،

. تعني مدخلة الصف ي والعمود هـ في المصفوفة 
ي هـ


. عناصر( المصفوفة(يمثل عدد مدخلات ×ناتج الضرب م )3(

21

           11



22

           12


 =

 2×2
 ،  

21

           11



22

           12



23

           13



 = 
2×3
 : ً4( تكتب المصفوفات حسب مدخلاتها، فمثلا(

تعريف:
ــن  ــن الصفــوف وعــدد م ــن عــدد م ــة م ــى شــكل مســتطيل، مكون ــة عل ــن الاأعــداد الحقيقي ــب م ــة: ترتي المصفوف

ــوز: ، ب، جـــ، .... ــد الرم ــة باأح ــز للمصفوف ــن ]  [، ويرم ــدة ومحصــورة بالحاصرتي الاأعم
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مصفوفات خاصة:

مصفوفة الصف: هي المصفوفة التي تتكون من صفّ واحد فقط.

 ، 1-      5 رتبتها 1×3 ، تسمى  مصفوفة صف.         =  :مثال

مصفوفة العمود: هي المصفوفة التي تتكون من عمود واحد فقط.  

 ، جـ رتبتها 2×1 ، تسمى جـ مصفوفة عمود. 
1
2
3-

 =
  
مثال: جـ

المصفوفة المربعة: المصفوفة التي فيها عدد الصفوف يساوي عدد الاأعمدة.

 مصفوفة مربعة من الرتبة 2×2 ويمكن تسميتها مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية.
1     2

3       
1
2   

 =  :)1( مثال

. 1 القطر الثانوي للمصفوفة
2

، 3 القطر الرئيس للمصفوفة  ، والمدخلات 1 ،  2 تسمى المدخلات 

.
3×3

 اأو جـ
3
 مصفوفة مربعة من الرتبة الثالثة ويمكن كتابتها بالصورة جـ

12     4-     2
3

0     0      1
1
2

     0     1-

مثال )٢(: جـ = 

المصفوفة الصفرية: المصفوفة التي جميع مدخلاتها اأصفار، ويرمز لها بالرمز ) و (.

تعريف:
 )

ي هـــ 
= ب

ي هـــ 
 ( ب اإذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وكانــت مدخلاتهمــا المتناظــرة متســاوية ،  تتســاوى المصفوفتــان

والعكــس صحيح.



4

 ما قيمة س، ص؟
2-     6

         
1
2

6-     1      3 
 = 

ص     -2
         

1
2

 3      1     2س
مثال )3(: اإذا كانت  

الحل: المصفوفتان متساويتان، فمدخلاتهما المتناظرة متساوية.
ص= 6

2س = -6     ومنها      س = -3  

تمارين ومسائل
3-

           
8  

4     16

5-     2,3 

 ، جـ = 
2-

         
6

0      3
 ، ب = 

4       2
          

1-  

0      2
3

    5
 =  س1: اإذا كانت

1( ما رتبة كل من المصفوفات  ، ب ، جـ ؟

 ؟
23
 ، جـ 

13
 ، جـ

12
 ، ب 

22
 2( ما قيمة

 ؟
23
 + جـ 

21
 3( ما قيمة

آتية: س٢: اأجد قيمة س، ص في المصفوفات الا

2
3س

 = 
س+4
ص

 )2          
9

           
6  

2-      2- 
 = 

3ص
         

6  
1-س      -2

 )1

= 2ي – هـــ، اأكتــب المصفوفــة بذكــر 
ي هـــ

س3: المصفوفــة جـــ مــن الرتبــة 3×2، اإذا عرفــت مدخلاتهــا بحيــث اأن جـــ
مدخلاتهــا.



5

جمع المصفوفات وطرحها
)Summation and Subtraction of Matrices(

9
2

     3
2

 -

5
2

        0   
 =  1

2
  )2                 

18     6-
10      0

  = 9 × 2     3- × 2  
5 × 2      0 × 2  

 =  2 )1 :الحل

. 3     -9   وتسمى هذه المصفوفة بالمعكوس الجمعي للمصفوفة
5-      0

  = - )3

تعريف:
تجمــع المصفوفتــان  ، ب اإذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وتتــم عمليــة جمــع المصفوفتيــن بجمــع 

مدخلاتهمــا المتناظــرة. وتكــون مصفوفــة الناتــج مــن نفــس الرتبــة.

تطــرح المصفوفتــان  ، ب اإذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وتتــم عمليــة طرح المصفوفتيــن بطرح مدخلاتهما 
المتناظــرة. وتكــون مصفوفــة الناتــج من نفــس الرتبة.

 ، اأجد  + ب ،  – ب ؟    
0     3

        
6  

1    4-   0  
 ، ب = 

1     9
        

3  

3-    2     1  
 =  مثال )1(: اإذا كانت

 1     12
        

9

2-     2-     1
 = 

0 + 1     3 + 9     6 + 3  

1 + 3-    4- + 2     0 + 1  
الحل:  + ب = 

1    6
       

3-  

4-    6     1  
 = 

0 – 1      3 – 9     6 – 3 

1 – 3-      4- – 2      0 – 1 
 – ب = 

ضرب المصفوفة بعدد حقيقي:

 مصفوفــة، تنتــج مدخلاتهــا مــن ضــرب كل مدخلــة مــن مدخــلات 
×م

)مصفوفــة، فــاإن )ك 
×م
 ،ًاإذا كان ك عــدداً حقيقيــا

المصفوفــة  فــي ك. 

 _  )3    1
2

 )2    2 )1    :اأجد       
9    3-
5    0

 =  مثال )٢(: اإذا كان
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1     3
       

1-  

3-    0     2  
 ، ب = 

11    3
        

2  

5    6     9  
 =  مثال )3(: اإذا كان

  2 – 2ب              2( 3ب + -  )1 :اأجد                   

2 + 11-    6 + 3-
        

2- + 2-  

6- + 5-     0 + 6-      4 + 9-  
 = 

1     3
       

1-  

3-    0     2  
 2 + 

11-     3-  
       

2-

5-    6-     9-
الحل: -  )1 + 2ب = 

9-     3 
       

4-

11-    6-     5-
 =              

22     6 
         

4

10    12     18
 − 

3     9
       

3-

9-    0     6
 = 

11    3
        

2  

5    6     9  
 2 − 

1     3
       

1-  

3-    0     2  
 3 = 2 − ٢( 3ب

19-     3 
          

7-

19-    12-    12-
 =                        

2
9  = 

4
ص  3 − 

س
3 مثــال )٤(: اأجد قيمة س، ص فيما ياأتي: 2 

2
9  = 

12
3ص  − 

2س
6 الحل: 

2
9  = 

2س − 12
 6  − 3ص

2س – 12 = 2     ومنها           س = 7 

6 – 3ص = 9      ومنها          ص = -1
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خصائص جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي: 

اذا كانت ، ب، جـ مصفوفات من نفس الرتبة، ك ∍ ح:
اأ (   + ب = ب +  ..................................... )الخاصية التبديلية(.

ب( ) + ب( + جـ =  + )ب + جـ( ........................ )الخاصية التجميعية(.
جـ(  + و = و +  =  ................................... )المصفوفة الصفرية(.
د -( = )-( +  )( +  = و............................... )المعكوس الجمعي(.

هـ(  ك ) + ب( = ك  + ك ب  ............................)ضرب عدد في مجموع مصفوفتين(.

، 
1     2-
2     3-

 = 2 + 
2     1-
5     4

آتية:  مثال )5(: اأجد المصفوفة  في المعادلة الا

 ( )باإضافة المعكوس الجمعي(
2-     1
5-     4-

 + 
1     2-
2     3-

 ( = 2 + ) 
2-     1
5-     4-

 + 
2     1-
5     4

الحل: ) 

1-
2

     1-
2

3-
2

     7-
2

 =    ومنها   
1-    1-
3-    7-  = 2 + 

0
        

0
0

        
0

  تســمى معادلــة مصفوفيــة، حيــث  مصفوفــة، 
1     2-
2     3-

 = 2 + 
2     1-
5     4

المعادلــة 

اأتعلم

 تسمى معادلة مصفوفية، حيث س ، ص اأعداد حقيقية.
2
9

 = 
12
3ص

 _ 
س
2

وكذلك 
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تمارين ومسائل

 س٢: اأجد ناتج ما ياأتي:

1    1
        

1

1    1    1
 − 

3     4
        

5

6     2-    1
 )2      

0   0

0    0

0   0

 + 

1-   2-

2-    3

1-   5-

 )1   

4   2-

5    0

3    2

 ،    جـ = 

5    3

3-   1

2    0

 ،   ب = 

0    1

3   2-

4   1-

 =  س3: اإذا كانت

اأجد: ( )1 + ب( − 2 جـ          ( )2 + ب( + جـ                    3(  + )ب + جـ(    

( 2 )4 + جـ(                 5( )ب + جـ(      6( )جـ + ب(   

آتية: س٤: اأحل المعادلات المصفوفية الا

س + ص
         

8
7         0  = 

4
     

8    
س − 3ص     7  )1

11

13

1

 = 

5

2ص

1-

 3 + 

س

1

4

 )2

آتية: س5: اأحل المعادلات المصفوفية الا

5-     0
9      4  3 = 2 − 

3      1
3-    10

 )1


1
2

 + 
2-     0

       
2-

3     1     0
 = 

2     1
      

3-

6-    5     0
 )2
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ضرب المصفوفات
)Matrix Multiplication(

تعريف:
اإذا كانــت  ، ب مصفوفتيــن، وكان عــدد الاأعمــدة فــي  يســاوي عــدد الصفــوف فــي ب، فــاإن المصفوفــة  . ب 

م×هـــ
= جـ

ن×هـــ 
. ب

م×ن
 فــي عــدد اأعمــدة ب(، اأي اأن  معرفــة، والناتــج مصفوفــة جـــ مــن الرتبــة )عــدد صفــوف

نشاط )1(: اأكمل الجدول الاآتي:

رتبة المصفوفة


رتبة المصفوفة
ب

 . ب
معرفة

 . ب
غير معرفة

رتبة المصفوفة
الناتجة

3×22×3_____2×2

2×32×3..................______

1×3........______3×3

5-    2    1-

2-    1     0

1-    2-   1-
 ، ب = 

4    1-
        

2

2-    1     0
 =  مثال )1(:   اإذا كانت

اأجــد: .ب ، ب. اإن اأمكن؟

31
    جـ

21
جـ

     11
جـ

32
    جـ

22
   جـ

12
جـ   

=
 3×2

  = جـ 
3×3

 . ب
3×2
  :الحل

5-   2    1-

2-    1     0

1-    2-   1-

 . 
4    1-

        
2

2-    1     0
جـ = 

= 2 × -1 + -1 × 0 + 4 × -1 = -6 وهــي ناتــج جمــع )ضــرب مدخــلات الصــف الاأول مــن المصفوفــة  فــي 
11
جـــ

مدخــلات العمــود الاأول مــن المصفوفــة ب(. وهكــذا بقيــة مدخــلات المصفوفــة جـــ. 
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1- × 4 + 2- × 1- + 5- × 2      2- × 4 + 1 × 1- + 2 × 2      1- × 4 + 0 × 1- + 1- × 2
1- × 2- + 2- × 1 + 5- × 0      2- × 2- + 1 × 1 + 2 × 0     1- × 2- + 0 × 1 + 1- × 0 جـ = 

 
12-    5-

      
6-

0    5     2
جـ =  . ب = 

. غير معرفة، لاأن عدد اأعمدة ب لا يساوي عدد صفوف  . ب

ــي  ــة  ف ــن المصفوف ــي الصــف ي م = مجمــوع حواصــل ضــرب المدخــلات ف
ي هـــ

ــة جـــ  المدخل

مدخلات العمود هـ من المصفوفة ب. اأتعلم

خصائص عملية الضرب على المصفوفات: 

آتية معرفة، ك∍ح فاإن: اإذا كانت  ، ب ، جـ  مصفوفات بحيث اأن عملية الضرب والجمع في العبارات الا
( .1 . ب( . جـ =  . )ب . جـ(................. الخاصية التجميعية.

 .2 . )ب + جـ( = ) . ب( + ) . جـ(... توزيع الضرب على الجمع من اليمين.
( .3 + ب( . جـ   = ) . جـ( + )ب . جـ(.. توزيع الضرب على الجمع من اليسار.

 .4 . م = م .  =  ........................ )م( المصفوفة المحايدة.
5. ك ) . ب( = ) ك  ( . ب =  . )ك ب(
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  تمارين ومسائل

س1: اأجد ناتج ما ياأتي )اإن اأمكن(:

1

2
 . 

2

5-
 )2    

8

9
 . 1     3  )1

2-     4     2
4     10    0
7-     1     0

 . 
5-     0     1
6     1-    2

 )4   
0     1-
1-     0

 . 
0     1
1-    0

 )3

9     5      3
4     2-    1-
0     6      0

 ،  جـ = 
15     8     7
6-     5     3

 ، ب = 

1-    2

1     3

5     0

 =  س٢: اإذا كانت

اأجد )اإن اأمكن(: 
2
  )4                    2 ب(                    3( جـ-( . 2 )2                    1( ب . جـ

س3: اأجد قيم س ، ص فيما ياأتي:

14-    4
2-     3  = 

2-     3
1    ص

 . 
س    -2
0      1

 اأجد:

3-     5     2
2     2-    1-
4     1      0

   جـ = 
2     1     7
1     5-    3

   ب = 
0     3

7     1
 =  س٤: اإذا كان

     ( )1 . ب( . جـ                      2(  . )ب . جـ(                       ( 2 )3 . ب(

     2( )4( . ب                          5(  . )2ب(
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)Determinants( المحددات
تعريف:

  يســمى محــدد المصفوفــة )
12 
 × 

21 
( – )

22 
 ×

 11 
(  21 ، فــاإن المقــدار


           11



22

           12


 = 

2×2 
 اإذا كانــت

.|  | ــه بالرمــز ويرمــز ل

. 
1     2

3     1
 ،  ب = 

3-     6
1
2

     1
 =  مثال )1(: اإذا كان

اأجد:  | )1 |      2(   | ب |          | )3 . ب |

   6 =3 + 3 = )1 × 3-(  - ) 1
2

 × 6(  = 
3-     6
1
2

     1
 = |  |  )1 :الحل

5 = 1 – 6 = )1 × 1( − )3 × 2( = 
1     2

3     1
٢(  | ب | = 

 ، |  . ب | = )9 × 2,5( – )-3 × 2,5( = 30 
3-      9 

2,5    2,5
  )3 . ب =  

 = 7، اأجد قيمة س.
3     س

5      2
مثال )٢(: اإذا كان 

الحل: )3 × 5( – )س × 2( = 7  ومنها  س = 4

تعريف:

 ، فاإن محدد المصفوفة  هو:

31

           21


           11



32

           22


           12



٣٣

           23


           13



 =  تعريف: اإذا كانت

22

        12



23
     

13
  

31
 +

 

32

        12



33
     

13
  21


 
−

 

32

        22



33
     

23
  11

 = |  |
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 ؟

1-    3      2
2     3-     1
5     2-     0

 =  مثال )3(: اأجد محدد المصفوفة

 
3-     1

2-     0
 1- +  

2     1

5     0
 3 −  

2     3-

5     2-
 2 = |  | :الحل

))0×3-( − )2-×1(( )1-( + ))0×2( − )5×1((3 − ))2-×2( − )5×3-((2 =

35- = 2+15 − 22- = )2-(1- )5(3 − )11-(2 =

  تمارين ومسائل

1     2     3-
1-    2     3-
2-    3      4

 )3  ، 
4    12

1     3
 )2  ، 

1     3

2     4
س1: اأجد: 1( 

 _ 2ب  + ب ،    . ب ،    ، اأجد 
4     1

2     0
 ، ب = 

1-     2

3      2
 =  س٢: اإذا كانت

5 = 
س    1

2    3 
س3: اأجد قيمة س بحيث 

11 = 

س    -2    1

1-    1     0

0    6     5

س٤: اأجد قيمة س بحيث  
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النظير الضربي للمصفوفة المربعة
)Inverse Matrix(

تعريف:
 المصفوفة المحايدة اأو مصفوفة الوحدة(.

2
) م

 2
اإذا كانت  ، ب مصفوفتين ثنائيتين، وكان .ب = ب. = م

.) النظير الضربي للمصفوفة 
1-
( ، 

1-
  = وبالرموز ب ، ِفاإن ب تسمى النظير الضربي لـ

 اأبين اأن ب =  -1 ؟
2-     5

1     2-
   ب = 

 2     1

5     2
 =  مثال )1(: اإذا كانت

 0     1
1     0

 = 
 1×2 + 2-×1      2-×2 +

 
5×1

1×5 + 2-×2     2-×5 + 5×2  = 
2-     5

1     2-
 . 

 2     1

5     2
الحل:  . ب = 

 0     1
1     0

 = 
5×2- + 2×5      2×2- +

 
1×5

5×1 + 2×2-     2×1 + 1×2-  = 
 2     1

5     2
 . 

 2-    5

1    2-
 =  . ب

 . ب = ب .  = م  ومنها  ب =  -1  وكذلك    = ب-1.

اإيجاد النظير الضربي للمصفوفة الثنائية:

تعريف:

0 ≠ |  | 21 =  حيث
-

          22


11

          12

-
 1
|  |

 = 1-  21 فاإن

           11



22

           12


 =  اإذا كانت

اإذا كان |  | = 0 فاإن  ليس لها نظير ضربي )تسمى  مصفوفة منفردة(.

آتية منفردة؟ مثال )٢(: اأي من المصفوفات الا

   
4

     
3
4

 4
3         1

 .)4       
6     3

4     2
 )3       

10   5-

2-    1
 )2       

3-    1

4     2
 )1
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 = 0 منفردة.
10   5-

2-    1
 = )1×4( − )-3×2( = 10 ≠ 0 ليست منفردة.   2( 

3-    1

4     2
الحل: 1(  

 = -1 ليست منفردة.
2     3

4
4
3       1

 = 12 − 12= 0 منفردة.                4( 
6     3

4     2
 )3

.
4     5

7     9
 =  اإن اأمكن( حيث( 1-  اأجد :)مثال )3

1- = 36 − 35 =9×4 – 5×7 = |  | :الحل

.  1 هو- ِاأتحقق من اأن النظير الضربي لـ  
4     7-

5-     9
 = 

4-     7

5     9-
 1
1-  =

 1-

3      0

2      1
 = 

5      3

3      2
 .  :آتية مثال )٤(: اأحل المعادلة المصفوفية الا

 من اليسار.
5      3

3      2
الحل: اأضرب طرفي المعادلة بالنظير الضربي للمصفوفة 

     لماذا ؟
5     3-

3-     2
 هو 

5      3

3      2
النظير الضربي للمصفوفة 

) 
5     3-

3-     2
 . 

3      0

2      1
 ( = ) 

5     3-

3-     2
 . 

5      3

3      2
 ( . 

      لماذا؟
9-     6

1-     1
 = 

0      1

1      0
 . 

9-     6

1-     1
 =     ومنهــــا  

9-     6

1-     1
 . م = 
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  تمارين ومسائل

آتية )اإن اأمكن(: س1: اأجد النظير الضربي للمصفوفات الا

 0     1

1     0
 )3             

 1     1
2

4      2 
 )2           

 1     1-

2      1
 )1

س     9 

4     س
 )2       

س     2 

3      3
آتية منفردة حيث 1(  س٢: اأجد قيمة س التي تجعل المصفوفات الا

 ، وكانت ب = 4 ، اأجد ب-1 ؟ 
 4      3

2      1
 =  س3: اإذا كانت

 ،  اأجد: ) . ب(-1 ، ب- . 1-1 ؟    ماذا تلاحظ؟
2     1-

1     1-
 ، ب = 

 4     1-

2-     1
 =  س٤: اإذا كانت

      5-     3
6      2

 . 
 0      1

1-    2-
 = 

 4      3

3      2
 . 2  س5: اأحل المعادلة المصفوفية
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حل اأنظمة المعادلات الخطية باستخدام المصفوفات
 )Solving Linear System of Equations by Matrices(

 
1- طريقة النظير الضربي:

آتي باستخدام النظير الضربي: 2س + ص = 4  مثال )1(: اأحل النظام الا
                                                       5س – 2ص = 1

 
4

1
 = 

س

ص
 . 

      1      2
2-     5

الحل: اأكتب النظام على صورة معادلة مصفوفية  

 من اليمين.
      1      2
2-     5

اأضرب طرفي المعادلة المصفوفية بالنظير الضربي للمصفوفة  

     لماذا ؟
1
9      

2
9

2-
9      

5
9

  هو  
      1      2
2-     5

النظير الضربي للمصفوفة  

4

1
.    

1
9      

2
9

2-
9      

5
9

 = 
س

ص
 . ) 

      1      2
2-     5

 .    
1
9      

2
9

2-
9      

5
9

  (

1

2
 = 

س

ص
  ومنها  

1

2
 = 

س

ص
 . 

 0     1

1     0

ومنها س = 1 ، ص = 2  )اأتحقق من ذلك(.

٢- طريقة المحددات )طريقة كريمر(.

 ص = ك
1
 س + ب

1
  طريقة كريمر: في  النظام

 ص = ل ، 
2
 س + ب

2
     

.
    ك      

 1


     ل
2


  =
ص
 ، 

      
1
   ب

 
ك

2
ل    ب

 = 
س
 ، 0 ≠ |  | ، 

      
1
   ب

 1


2
    ب

2


  =   ص| حيث|
|
 
|

|س| ، ص= 
|
 
|

تكون س = 
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آتي باستخدام طريقة كريمر: 2س – ص = 7 ، س + 2 ص = 1 مثال )٢(: اأحل النظام الا

7

1
 = 

س

ص
 . 

      1-     2
2     1

الحل: اأكتب النظام على صورة معادلة مصفوفية 

5 = )1-×1( – )2×2( = |  | مصفوفة المعاملات،  ومنها 
      1-     2

2     1
 = 

15 = |
 
 استبدال العمود الاأول في المصفوفة  بالثوابت، ومنها | س

      1-     7
2     1

 
س = 


 استبدال العمود الثاني في المصفوفة  بالثوابت، ومنها | ص | = -5  
      7     2
1     1

 ص= 

-5 = -1  )اأتحقق(.
5

|ص| = 
|
 
|

15 = 3  ،  ص = 
5

|س| = 
|
 
|

ومنها س = 

9

1
 = 

س

ص
 . 

      2      5
1     1-

آتية بطريقة كريمر  مثال )3(: اأحل المعادلة المصفوفية الا

 
      9      5
1     1-

 ،  ص = 
      2      9
1      1

 ،  س = 
      2      5
1     1-

 =  :الحل

| |  ،  7 = | س| =  |  ،  7ص | = 14

14 = 2   )اأتحقق(.
7

|ص| = 
|
 
|

7 = 1  ،  ص= 
7

|س| = 
|
 
|

س= 
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  تمارين ومسائل

آتية باستخدام طريقة النظير الضربي: س1: اأحل الاأنظمة الخطيّّة الا

1( 3س – 4ص = 4    ،      -2س + 4ص = 4

2( س – ص = 3       ،      2س = 6 − ص

آتية باستخدام طريقة كريمر: س٢: اأحل الاأنظمة الخطيّّة الا

1( س − ص = 8      ،    2س + ص = 1
2( 2 ص − س = 1   ،    2س + ص − 8 = 0

س3: في نظام من معادلتين خطيّّتين كانت | | ،11 = | س| =  |  ،33ص | = 11، اأجد قيم س ، ص ؟

ــي   ه
      2     1
11    3  =  ــت ــى الصــورة اأس + ب ص + جـــ = 0 ، كان ــن عل ــن خطيّّتي ــن معادلتي ــي نظــام م س٤: ف

 هــي مصفوفــة الثوابــت.
2-

9
مصفوفــة المعامــلات، ب = 

اأ ( اأكتب المعادلتين الخطيّّتين بدلالة س ، ص. 

ب( اأستخدم طريقة كريمر لحل النظام.



20

متوسط التغير
)Rate of Change(

تعريف:
 تمثــل التغيــر فــي س 

1
 – س

2
فــاإن ��س = س

 2
اإلــى س

  1
اإذا كان ص = ق)س( اقترانــاً، وتغيــرت فيــه س مــن س

وتقــراأ دلتــا س.

ــي ص  ــر ف ــل التغي ( تمث
1
( _ ق)س

2
= ق)س

 1
_ ص

 2
ــث ��ص = ص ــر ص، حي ــي س تتغي ــر ف ــى التغي ــاءً عل وبن

ــا ص. وتقــراأ دلت

.4 = 
2
 = 1 اإلى س

1
مثال )1(: اإذا كان ص = ق )س( =2س + 3 اأجد ��س ، ��ص ،  عندما تتغير س من س

3 = 1 – 4 = 
1
– س

2
الحل: ��س = س

( =  ق)4( – ق)1( =11 – 5 = 6
1
( – ق)س

2
 = ق)س

1
– ص

2
��ص = ص

تعريف:

 متوســط التغيــر للاقتــران ق)س( عندمــا 
)
1
( – ق)س

2
ق)س

1
 – س

2
س  = 1

_ ص
 2
ص

1
 – س

2
س

 = 
��ص 
��س

يســمى المقــدار 

  .2
ــى س اإل

  1
ــر س مــن س تتغي

= 5، اأجــد متوســط التغيــر 
2
= 2 اإلــى س

1
مثــال )٢(: اإذا كان ص= ق)س(=2س2 + 4 ، سح ، وتغيــرت س مــن س

للاقتران ق)س(.
 

)
1
( – ق)س

2
ق)س

1
 – س

2
س الحل: متوسط التغير = 

14 =   
12 – 54
2 – 5  = 

ق)5( – ق)2(
2 – 5  =

ــر  ــدار 2، اأجــد متوســط التغي = 3 بمق
1
ــن س ــال )3(: اإذا كان ص= ق)س( = 1 – 3س ، سح، وزادت س م مث

ــران ق)س(. للاقت

 
)
1
2( – ق)س

ق)س

1
2 – س

س
الحل: متوسط التغير = 

 
1
– س

2
��س = س

5 = 
2
 – 3      ومنها       س

2
2 = س

3- =   
8- _ 14-

3 – 5  = 
ق)5( – ق)3(

3 – 5
متوسط التغير = 
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اإذا كان الشكل المجاور يمثل منحنى الاقتران

اأتذكر
 )

2
،ص

2
( ، ب)س

1
 ،ص

1
ص= ق)س(، والنقطتان )س

1
_ ص

 2
ص

1
 – س

2
س

واقعتين عليه، فاإن ميل المستقيم القاطع ب =  

1 اأي 
_ ص

 2
ص

1
 – س

2
س

ومتوســط التغير للاقتران ص= ق)س( يســاوي 

اأن متوســط التغيــر للاقتــران يســاوي ميل المســتقيم القاطع.

مثال )٤(: تقع النقطتان )-1، -3(، ب)3، 9( على منحنى الاقتران

ص= ق)س(، اأجد ميل المستقيم القاطع ب.

1
2 – ص

ص

1
2 – س

س
 = 

��ص 
��س

الحل: ميل المستقيم القاطع ب = 

3 = 
3- – 

9
1- – 3

 =



  تمارين ومسائل

س1: اإذا كان ص = ق)س(= 5س _ 1 اأجد ��س ، ��ص عندما تتغير س:

3,8 = 
2
 = 2 اإلى س

1
اأ  ( من س

2- = 
2
 = 4 اإلى س

1
ب( من س

آتية: س٢: اأجد متوسط التغير للاقتران ص = ق)س( في الحالات الا

  4 =
 2
= 7 اإلى س

 1
اأ  ( ق)س( =  س _ 3 ، عندما تتغير س من  س

 = 2 ، ��س = 4 
1
ب( ق)س( = س2 _ 1 ، عندما  س

= 4 هو 13، اأجد:
 2
 = 1 اإلى س

1
س3: ليكن ص = ق)س( اقتراناً، وكان متوسط تغير الاقتران عندما تتغير س من س
اأ( التغير في ص                           ب( ق)4( علما باأن ق)1( = 6

س٤: اإذا كان ق)س( = س + 7 ، اأجــد ميــل القاطــع المــارّ بالنقطتيــن )-2 ، ق)-2(( ، ب)3 ، ق)3((.
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مفهوم المشتقة الاأولى
)First Derivative(
(( هي:

1
،ق)س

 1
تعريف: المشتقة الاأولى للاقتران ص= ق)س( عند النقطة )س

 
1
س=س

اأو ص/    |   

1
س=س

ص  | 
س

( اأو 
1
 ويرمز لها بالرمز ق/ )س

)
1
 + ��س( _ ق)س

1
ق)س

��س
  

0س🜂

)
1
 + هـ( _ ق)س

1
ق)س

هـ

0هـ 

                                    = )
1
وللتبسيط يمكن كتابة ��س= هـ ، فتكون ق/ )س

مثال )1(: اإذا كان ق)س( = 5 ، اأجد ق/ )2( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.

5 _ 5
هـ  

 
0هـ

 = 
ق)2 + هـ( _ ق)2(

هـ
     

0هـ
الحل: ق/ )2( = 

= صفر

مثال )٢(: اإذا كان ق)س( = 3س، اأجد ق/ )1( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.

 
3)1 + هـ( _ 3)1(

هـ
  

0هـ
= 

ق)1 + هـ( _ ق)1(
هـ

 
0هـ

الحل: ق/ )1( = 

3هـ
هـ

  
0هـ

 = 
3 + 3هـ _ 3

هـ
  
0هـ

 =         

3 =

مثال )3(: اإذا كان ق)س( = 3س2 + 1، اأجد ق/ )2( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة؟

3)2 + هـ(2 +1 _ )3)2(2 + 1( 
هـ

  
0هـ

ق)2 + هـ( _ ق)2( = 
هـ

  
0هـ

الحل: ق/ )2( = 
                      

3)4+4هـ+هـ2(+1 _ )3×1+4(
هـ

 
0هـ

 =

هـ)12 + 3هـ(
هـ

  
0هـ

 
12هـ + 3هـ2

هـ
  
0هـ

13 + 12هـ + 3هـ2 _ 13 = 
هـ

  
0هـ

 =

  12 + 3هـ = 12 + 3×0
0هـ

 =

12 =
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ق)2( _ ق)2 + هـ(
5هـ

  
0هـ

مثال )٤(: اإذا كان ق)2( = 8 ، ق/ )2( = 2 اأجد     

ق)2+هـ( _ ق)2( 
هـ

  
0هـ

 1-
5

ق)2( _ ق)2 + هـ( = 
5هـ

  
0هـ

الحل: 

-1  ق/ )2(      لماذا؟
5

 = 

 2-
5

 = 2 × 1-
5

 = 

  + هـ [.
3

 
،

 
مثال )5(: اإذا كان متوسط تغير الاقتران ص = ق)س( عندما تتغير س في الفترة ] 3

هـ2 _ 5هـ ، اأجد ق/ )3(.
هـ

يساوي 

هـ2 _ 5هـ
هـ

ق)3+هـ( _ ق)3( = 
هـ

الحل: متوسط التغير = 

هـ2 _ 5هـ 
هـ

  
0هـ

ق)3+هـ( _ ق)3( = 
هـ

  
0هـ

ق/ )3( = 

هـ)هـ _ 5( = -5
هـ

  
0هـ

 =

1  + هـ [ عندما تؤول هـ اإلى الصفر.
س

 
،
 1
( تساوي نهاية متوسط التغير للاقتران ق)س( في الفترة ] س

1
األاحظ اأن ق/ )س

مثال )6(: اإذا كان ق)س( = س2 + 3، اأجد ق/ )س( باستخدام تعريف المشتقة، ثم اأجد ق/ )2( ؟

)س+هـ(2 + 3 _ )س3+2( 
هـ

  
0هـ

ق)س+هـ( _ ق)س( = 
هـ

  
0هـ

الحل: ق/ )س( = 

)س2 + 2س هـ + هـ2( + 3 _ ) س2 + 3( 
هـ

   
0هـ

 =

س2 + 2س هـ + هـ2 + 3 _ س2 _ 3
هـ

   
0هـ

 =

هـ)2س + هـ(
هـ

   
0هـ

 = 
2س هـ + هـ2

هـ
   
0هـ

 =

   )2س + هـ( = 2س
0هـ

=

ومنها  ق/ )2( = 2 × 2 = 4

قترانات كثيرة الحدود التي درجتها اأقل من 3. ملاحظة: سنقتصر اإيجاد المشتقة باإستخدام التعريف على الاإ
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  تمارين ومسائل

س1: باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة، اأجد ق/ )س( عند النقطة المعطاة في كل حالة:

اأ (  ق)س( = 2س _ 7 ، س = -3 

ب( ق)س( = 3 _ س  ، س = 2

 1
2

جـ( ق)س( = س2 + س  ، س = - 

س٢: اإذا كان ق/ )3( = 8 ، اأجد:

ق)3 + هـ( _ ق)3(
هـ

   
0هـ

اأ (  

ق)3 + هـ( _ ق)3(
2هـ

   
0هـ

ب( 

ق)3( _ ق)3 + هـ(
هـ

   
0هـ

جـ( 

= 3 + ھ
2
 = 3 اإلى س

1
س3: اإذا كان متوسط تغير الاقتران ص = ق)س( عندما تتغير س من س

2 ، اأجد قيمة ق/ )3(.
)-1 + هـ(

يساوي  

 5 = 
1
 هــي التغيــر فــي الاقتــران ص = ق)س( عندمــا تتغيــر س مــن س

7هـ _ هـ2
4

س٤: اإذا كانــت ��ص =           

 = 5 + هـــ، اأجــد ق/ )5(.
2
اإلــى س

س5: اإذا كان ص = ق)س( = س2 + 1 ، اأجد ق/ )س( باستخدام تعريف المشتقة.
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قواعد الاشتقاق
)Differentiation Rules(

قاعدة )1(: اإذا كان ق)س( = جـ حيث جـ عدد حقيقي، فاإن ق/ )س( = صفر. ∀ س  ح.

مثال )1(: اإذا كان ق)س( = 3 ، اأجد ق/ )س( ، ق/ )5(

الحل: ق/ )س( = صفر لجميع قيم س  ح

ق/ )5( = صفر

قاعدة )٢(: اإذا كان ق)س( = س ، فاإن ق/ )س( =  س ، 1- عدد حقيقي، س ≠ 0 

آتية: ص في كل من الحالات الا
س

مثال )٢(: اأجد المشتقة الاأولى 

ب(  ص = س_5 ، س ≠ 0 اأ (  ص = س4     

س ، س ≤ 0 د (  ص=  1 ، س ≠ 0             
س3

جـ(  ص = 

الحل: اأ(  ص = س4

ص = 4 س4-1 = 4س3 ، ∀ س  ح
س

ب(  ص = س_5 ، س ≠ 0

ص = -5 س-1-5
س

        = -5س-6

1 = س-3 
س3

جـ( ص = 

  3-
س4

ص = -3 × س-3-1 = -3 س-4 = 
س

   

  ،  س ≤ 0
1
2 س = س د(  ص  =  

 ، س < 0
1

س 2
 = 1

1
2 2س

 = 
 1

2
 
1 س-

2
  = 

1 _ 1
2 1 س

2
ص = 

س
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قاعــدة )٤(: اإذا كان الاقترانــان ك)س( ، )س( قابليــن للاشــتقاق عنــد س، وكان ق)س( = ك)س( + )س( ، 
/ )س(.

 + )ــاإن ق/ )س( = ك/ )س ف

مثال )3(: اإذا كان ك)س( = س ، 2)س( = 2س، ق)س( = ك)س( + )س(، اأجد ق/ )س( ، ق/ )0(؟

/ )س( 
 + )الحل: ق/ )س( = ك/ )س

 = )2 س( + )2(
 = 2س + 2

ق/ )0( = 2×0 + 2 = 2

قاعدة )5(: اإذا كان الاقترانان ك)س( ، )س( اقترانين قابلين للاشتقاق عند س ، وكان
/ )س(.

 _ )س( ، فاإن ق/ )س( = ك/ )س( _ )ق)س( = ك)س

مثال )٤(: اإذا كان ك)س( = 5س ، )س( = 2س3 ، ق)س( = ك)س( _ )س(، اأجدق/ )س(، ق/ )-2( ؟

/ )س(
 _ )الحل: ق/ )س( = ك/ )س

ق/ )س( = 5 – 6س2 

ق/ )-2( = 5 – 6 )-2(2 
24 – 5 = 

19 - = 

ويمكن تعميم القاعدتين السابقتين لتشمل اأكثر من اقترانين.

/ )1( = 2 وكان ق)س( = ك)س( _ 2)س( ، اأجد ق/ )1( ؟ 
 ، 3 = )1( /اإذا كان ك :)مثال )5

/ )س(
2 _ )الحل: ق/ )س( = ك/ )س

)1( /
2 _ )1( /ك = )ق/ )1

1- =  2 × 2 _ 3 =

قاعــدة )3(: اإذا كان الاقترانــان ق)س(، هـــ)س( اقترانيــن قابليــن للاشــتقاق عنــد س، وكانــت   ح، وكان 
هـــ)س(=  ق)س(، فــاإن هـــ/ )س( =   ق/ )س(.
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قاعــدة )6(: اإذا كان الاقترانــان ق)س( ، هـــ)س( اقترانيــن قابليــن للاشــتقاق، وكان ل)س( = ق)س( × هـــ)س( فــاإن 
ل/ )س( = ق)س( × هـ/ )س( + هـ)س( × ق/ )س(

وبالكلمات ل/ )س( = الاقتران الاأول × مشتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × مشتقة الاقتران الاأول.

س=2
ص | 

س  
مثال )6(: اإذا كان ص = )س2+3س+2( )5س+1( اأجد

الحل: ص = )س2 +3س+2 ( )5س+1(

ص = الاقتران الاأول × مشتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × مشتقة الاقتران الاأول 
س

ص = )س2 +3س+2 (×5 + )5س+1(×)2س + 3(
س

)3 + 4 ( × )1 + 10( + 5×)2 + 6 + 4( = 
س=2

ص | 
س

137 = 77 + 60 =

/)2( = 6 وكان
  ، 4 = )2(  ،  3 = )2(/5 ، ك = )مثال )7(: اإذا كان ك)2

             ق)س( = ك)س( × )س( ، اأجد  ق/)2(.

/)س( + )س( × ك/)س( 
 × )الحل: ق/)س( = ك )س

/)2( + )2( × ك/)2(  
 × )2( ك = )ق/)2

 3 × 4 + 6 × 5 =
42 = 12 + 30 =

 ، ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق ، هـ)س( ≠ ٠ فاإن: 
ق)س(

هـ)س(
قاعدة )7(: اإذا كان الاقتران ل)س( = 

هـ)س( × ق/)س( _ ق)س( × هـ/)س(
)هـ)س((2

ل/)س( = 

 
المقام × مشتقة البسط _ البسط × مشتقة المقام

)المقام(2
وبالكلمات ل/)س( = 
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5 ، اأجد ق/)س(.
2

3س + 1 ، س ≠ 
2س _ 5

مثال )8(: اإذا كان ق)س( = 

المقام × مشتقة البسط _ البسط × مشتقة المقام
)المقام(2

الحل: ق/)س( = 

)2س _ 5(×3 _ )3س + 1(×2
)2س _ 5(2

 =

17-
)2س _ 5(2

 = 
6س _ 15 _ 6س _ 2

)2س _ 5(2
 =

 ، هـ)س( ≠ صفر، وكان ق/)2( = -1 ، ق)2( = 1 ، هـ)2( = 2،
ق)س(

هـ)س(
مثال )9(: اإذا كان ل)س( = 

ل/)2( = -2 اأجد هـ/)2(.  

هـ)س( × ق/)س( _ ق)س( × هـ/)س(
)هـ)س((2

الحل: ل/)س( = 

هـ)2( × ق/)2( _ ق)2( × هـ/)2(
)هـ)2((2

ل/)2( = 

2 × -1 _ 1 × هـ/)2(
2)2(

 = 2-

-8 = -2 _ هـ/)2( 

ومنها هـ/)2( = 6   لماذا ؟

 ، س ≠ -1 اأجد ق/)1(، علماً باأن هـ)1( = 2 ، هـ/)1( = 3
هـ)س(

س+1
مثال )1٠(: اإذا كان ق)س( = 

)س+1( × هـ/)س( _ هـ)س( × 1
)س+1(2

الحل: ق/)س( = 

)1+1( × هـ/)1( _ هـ)1(
2)2(

ق/)1( = 

2هـ/)1( _ هـ)1(

4
 =

1 = 
4

4
 = 

2 _ 3 × 2

4
 =
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أولــى للاقتــران ق)س(، فــاإن  قاعــدة )8(: اإذا كان ص = ق)س( اقترانــاً قابــلاً للاشــتقاق، وكانــت ق/)س( هــي المشــتقة الا

2ص اأو ص//.
س2

أولــى للاقتــران ق/)س( تســمى المشــتقة الثانيــة للاقتــران ق)س( ويرمــز لهــا بالرمــز ق//)س( اأو  المشــتقة الا

3ص اأو ق)3( )س( اأو ص///، وهكذا.* 
س3

وكذلك يرمز للمشتقة الثالثة للاقتران ق)س( بالرمز ق///)س( اأو 

مثال )11(: اإذا كان ق)س(= س3 – 4س2 + 3س + 2 اأجد ق/)س(، ق//)س(، ق)3( )س(.

الحل: ق/)س( = 3س2 - 8 س + 3 
ق//)س( = 6س - 8  

ق)3( )س( = 6

س=2
ص  | 

3
س3 

 ،
س=2 

2ص | 
س2

 .
س=2 

ص | 
س

مثال )1٢(: اإذا كان ص = 3س2 – 5س  + 7 ، اأجد 

7 =
س=2  

ص | 
س

ص = 6س – 5  ومنها  
س

الحل: 

6 =
س=2 

2ص | 
س2

2ص = 6  ومنها  
س2

 

= صفر.
س=2 

ص  | 
3

س3 
ص  = صفر  ومنها  

3
س3 

 

.)0(//
 1( = 22، اأجد قيمة الثابت ب، ثم اأجد(/

 س( = 3س4 + ب س2، وكانت( اإذا كان :)مثال )13

/)س( = 12س3 + 2ب س
 :الحل

/)1( = 12)1(3 + 2ب )1(


22 = 12 + 2ب

10 = 2ب  ومنها  ب = 5

/)س( = 12س3 + 10س


//)س( = 36س2 + 10


10 = )0(//


3 ≥  ، )(المشتقة النونية يرمز لها بالرمز ق *
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  تمارين ومسائل
آتية: ص لكل من الاقترانات الا

س
س1: اأجد 

ب( ص = 5س + 3         
1
2

اأ ( ص = 

س2 د ( ص =  7س2 + 3 3 + 5س ، س ≠ 0     
س2

ج( ص = 

، س ≠ -3 ، عندما س = 1
س

س + 3
و ( ص =  هـ( ص = )2س + 5( )3 _ س3(         

س٢: اأجد ق/)3(، علماً باأن ق)س( = س2 _ س + 5

س3: اإذا كان ق)س( = س2 + 3س، وكان ل)س( = ق)س( + 3ھـ)س(، ھـ)2( = 5، هـ/)2( = 1 اأجد ل/)2(.

-1 ، اأحسب  ق/)2(؟
4

 ، س ≠ 
3س+2
4س+1

س٤: اإذا كان ق)س( =  

س5: اإذا كانت ق)س( = س3 ل)س( + هـ)س(، وكان ل)2( = 5، هـ/)2( = 7 ، ل/)2( = _3 فما قيمة ق/)2( ؟

س6: اأجد المشتقة الثانية لكل من الاقترانات اإزاء النقط المبينة بجانبها:

اأ  ( ق)س( = س4 – 2س3 + س + 1   ،       س = 2

، س < 0     ،       س = 1  
1

س
ب( هـ)س( = 

س7: اأجد المشتقة الاأولى والثانية والثالثة للاقتران ق)س( = 2س4 + س3 _ 4س + 1، ثم اأبين اأن ق)5( )1( = صفر.



31

  ورقة عمل

 اأجد قيم كل من س، ص، ع ؟
3     7
ع    ص

 = 
1     0
2    1-

 + 
س     2
ص    س

س)1(: اإذا كان 

 
بحيث  + ب = و

  2×3
، اأجد المصفوفة ب

1     2

2    3-

1     5

 =  س)٢(: اإذا كانت المصفوفة

.
21
 وكانت جـ =  . ب، اأجـد قيمة جـ

1-    2 
2     3-

، ب = 
1      3
2-     2

 =  س)3(: اإذا كانت

 = -2، اأجد قيمة س.

1     2-   3-
س    2    -1
2-    3     4

س)٤(: اإذا كان 

س)5(: اإذا كان ق)س( = 5 – 2س، اأجد ق/ )4( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة؟

س)6(: اإذا كان ق)س( = 2س5 ، اأجد ق/ )س( ، ق/ )-1(.
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  نموذج اإختبار
جابة الصحيحة لكل مما ياأتي: س1: اأضع دائرة حول رمز الاإ

 ، ما قيمة س ، ص على الترتيب ؟ 
      5     7
1-    4

2س+3      5 = 
   4       ص−2

1. اإذا كان 

د( 2،1 جـ( 1،2    ب( 5،-3   اأ( 7،-1  

 فما قيمة | 2 | ؟ 
      5-    2
1-    1

 =  2. اإذا كانت

د( -28 جـ( 12    ب( 6    اأ( 3   

 مصفوفة منفردة؟
    4-     2
3    3س

3. ما قيمة س التي تجعل المصفوفة 

اأ( 12                 ب( -2                    جـ( 2                   د( صفر

  اأجد المصفوفة  ؟ 
    1     2
2     3

 = 
ص
 ، 

    5     1
7     2

 =
س
 4. اإذا كان

 
    2     1
3     2

          د( 
    1     1
2     2

          جـ( 
    2     5
3     7

      ب( 
    5     2
7     3

اأ( 

5. ما ميل المستقيم القاطع لمنحنى الاقتران ق)س( المارّ في النقطتين اأ )1، 3( ، ب )3، 9(؟ 
د( 6 جـ( 2    ب( 3    اأ( -3   

س، ما قيمة ق/)4(؟ 6. اإذا كان ق)س( = 

د( 2    1
4 جـ(    12 ب( -     1

2 اأ( 

5 عند س = 2 ؟ 
7. ما ميل المماس لمنحنى الاقتران ق)س( = س2 _ 1

 53 د(  جـ( 15           20
9 ب( -     4

9 اأ( 



33

، 
    2-    3
4     2

  جـ = 
5    3-    2
4    5-    6

 ، ب = 

0    1
1    2
3    2

 =  س٢: اإذا كانت

آتي )اإن اأمكن(:    اأجد الا
    4-     5
3      2

 ،  ل= 
2-    6     2
5     1    4-
3     1     2

د= 

اأ( جـ + ل           ب( 3جـ – 2ل        جـ( ).ب( . د        د( ل -1        هـ( | جـ |

آتي: س3: اأستخدم طريقة كريمر لحل النظام الا
2 ص – 4 س = 2   ،  5س + ص = 8

= 5 هو 10، اأجد ق)5( علماً
 2
= 2 اإلى س

 1
س٤: اإذا كان متوسط تغير الاقتران ق)س( عندما تتغير س من س

       باأن ق)2( = 6 ؟       

س5: اإذا كان متوسط التغير للاقتران ق)س( = س2 + 3 عندما تتغير س من 2 اإلى  يساوي 6 فما قيمة الثابت  ؟

س6: اإذا كان ق)س( = س2 + 1، اأجد ق/)3( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.
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  قاعدة السلسلة )مشتقة الاقتران المركب(
 Chain Rule              

ننــا نعــرف الاقتــران  اإذا كان ق)س(، هـــ)س( اقترانيــن بحيــث مــدى هـــ)س( ⊇ مجــال ق)س( فاإ
نشاط

1
المركب )قΟهـ()س( = ق)هـ)س((.

اأكمل ما يلي: اإذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = 2س _ 1 فاإن:

)قΟهـ()س( = ق)هـ)س((
2).............( =

     = 4س2 _ 4س + 1                 لماذا؟

)قΟهـ( / )س( = 8س _ 4 ،

هل يمكن اإيجاد )قΟهـ( / )س( بطريقة اأخرى ؟

قاعدة السلسلة:
اإذا كان هـــ)س( اقترانــاً قابــلاً للاشــتقاق عنــد س، وكان ق)س( قابــلاً للاشــتقاق عنــد هـــ)س( فــاإن الاقتــران المركــب 

)قΟهـــ()س( يكــون قابــلاً للاشــتقاق عنــد س، ويكــون )قΟهـــ( / )س( = ق/ )هـ)س((هـــ / )س(.

مثال )1(: اإذا كان ق)س( = س3 + 2س + 5 ، هـ)س( = س2 + 1 ، اأجد )قΟهـ( / )س(، ثم اأجد )قΟهـ( / )1(.

الحل: )قΟهـ( / )س( = ق/)هـ)س((هـ/)س(

لكن ق/)س( = 3س2 + 2 ، هـ/)س( = 2س

ومن ذلك )قΟهـ( / )س( = ق/)س2 + 1( × 2س
= )3)س2  + 1(2 + 2(×2س ،  لماذا؟
= 6س5 + 12س3 + 10س ،         لماذا؟

)قΟهـ( / )1( = 6 × 1 + 12 × 1 + 10 × 1 = 28
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نتيجة )1(:
اإذا كان ص = ق)(،  = هـ)س(، اقترانين قابلين للاشتقاق، فاإن ص = ق)هـ)س(( وبالتالي:

ص  = ق/)( × هـ/)س(
س

 


س

ص × 


 =


س

ص × 


ص  = 

س
اأي اأن   

ص .  
س

 ،   + 2 = 2س + 1 ، اأجد 
 = مثال )3(: اإذا كانت ص


س

ص × 


ص  = 

س
الحل: 

= )2ع +1( × 2 

= )2)2س+1( + 1( × 2 

= ) 4س + 3 ( × 2

= 8س + 6 

مثال )٢(: اإذا كان ق)س( = س2– 1 ، هـ)س( = 2س + 1 اأجد )قΟهـ( / )4(، )هـΟق( / )4(

الحل: )قΟهـ( / )4( = ق/)هـ)4((هـ/)4(

ق/)س( = 2س  ،  هـ/)س( = 2

هـ)4( = 9  ،  هـ/)4( = 2 ،

)قΟهـ( / )4( = ق/)9( × 2

2 × 18 =

36 =

)هـΟق( / )4( = هـ/)ق)4((ق/)4(

= هـ/)15( × 8

16 = 8 × 2 =
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ص  عندما س = 0
س

مثال )٤(: اإذا كانت ص = م2 + 2م ، م = س2 + س + 1 ، اأجد 

م
س

ص × 
م

ص  = 
س

الحل: 

 = )2م + 2( )2س + 1(

 عندما س = 0  تكون  م = 1 

ص  = )2×1 + 2( )2×1+0( = 4
س

 

نتيجة )٢(:
اإذا كانت ص = )ق)س(( ،  عدد نسبي وكان ق)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، فاإن:

ص  = )ق)س((-1  . ق/)س(
س

ص .
س

مثال )5(: اإذا كانت ص = )4س + 2(3  اأجد 

ص  = 3)4س + 2(2 × 4
س

الحل: 

= 12 )4س + 2(2

  تمارين ومسائل
س1. اإذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = س + 1 اأجد )قΟهـ( / )س(.

ص .
س

س٢. اإذا كانت ص = )2س _ 1(2 ، اأجد 

ص .
س

س3. اإذا كان ص =  ، 1 + 5 _ 2 = 2س + 3 ، اأجد 

س٤. اإذا كان م)س( = )س2 – س(4 ، اأجد م/)2(.

س5. اإذا كان ق)س( = هـ)3س2 + 1( ، اأجد ق/)1(، علماً باأن هـ/)1( = 5 ، هـ/)4( = 2.

س6. اإذا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث اأن: هـ/)2( = 3، ق/)2( = 5، ق/)4( = -2، 

هـ)2( = 4، ق)2( = 3، هـ/)3( = 1، اأجد )قΟهـ( / )2(، )هـΟق( / )2(
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القيم القصوى      
)Extreme Values(         

تعريف:
نه يقال اأن ق)جـ(: اإذا كان ص = ق)س( اقتراناً وكانت س = جـ في مجال الاقتران، فاإ

اأ. قيمة عظمى محلية للاقتران، اإذا كانت ق)جـ( ≤ ق)س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.
ب. قيمة صغرى محلية للاقتران، اإذا كانت ق)جـ( ≥ ق)س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.

ملاحظــة: ســنقتصر فــي دراســتنا للقيــم القصــوى علــى الاقترانــات كثيــرة الحــدود المعرفــة علــى مجموعــة 
الاأعــداد الحقيقيــة ح فقــط.

يجاد القيم القصوى المحلية: استخدام المشتقة الاأولى لاإ

اإن التمثيــل البيانــي لاأي اقتــران علــى مجالــه يســاعد فــي تحديــد نقــط القيــم القصــوى المحليــة للاقتــران، ولكــن: كيــف 
أولــى لهــذا الاقتــران فــي تعييــن القيــم القصــوى المحليــة لــه؟  تســاعدنا المشــتقة الا

آتية، واألاحظ العلاقة بين اإشارة ق/)س( والقيم القصوى للاقتران. اأتاأمل الاأشكال الا

فــي الشــكل )اأ(: ق)جـــ( قيمــة عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(، ق/)جـــ( = صفــر، اإشــارة ق/)س( تغيــرت مــن موجبــة 

لقيــم س > جـــ اإلــى ســالبة لقيــم س < جـــ .

ــرت مــن  ــر، اإشــارة ق/)س( تغي ــران ق)س(، ق/)جـــ( = صف ــة للاقت ــي الشــكل )ب(: ق)جـــ( قيمــة صغــرى محلي ف

ســالبة لقيــم س > جـــ اإلــى موجبــة لقيــم س < جـــ .

في الشكل)ج(: ق/)جـ( = صفر، اإشارة ق/)س( موجبة لقيم س > جـ وموجبة لقيم س < جـ .

ق)جـ( ليست قيمة قصوى محلية للاقتران.
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ماذا تستنتج؟

نتيجة )1(:

اإذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، وكانت ق/)جـ( = صفراً، حيث جـ  مجال ق)س(، فاإن:

اأ.  اإذا تغيــرت اإشــارة ق/)س( مــن موجبــة لقيــم س > جـــ اإلــى ســالبة لقيــم س < جـــ فــاإن ق)جـــ( قيمــة 
عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(.

ب. اإذا تغيــرت اإشــارة ق/)س( مــن ســالبة لقيــم س > جـــ اإلــى موجبــة لقيــم س < جـــ  فــاإن ق)جـــ( قيمــة 
صغــرى محليــة للاقتــران ق)س(.

يسمى هذا باختبار المشتقة الاأولى للقيم القصوى.

1 س3 _ 3س2 + 8 س + 2.
3 مثال )1(: اأعيّن جميع القيم القصوى للاقتران ق)س( = 

الحل: ق/)س( = س2 _ 6س + 8 
ق/)س( = 0

س2 _ 6س + 8 = 0
)س _ 2 ( ) س _ 4 ( = 0

س = 2 ، 4

اإشارة ق/)س(+ + + + + + + +   –  –  –   – – –  –       + + + + ++

س         4                           2

صفرصفر

اإشــارة ق/)س( تغيــرت مــن موجبــة حيــث س > 2 اإلــى ســالبة حيــث س < 2  ق)2( قيمــة عظمــى محليــة       
ق)س(. للاقتــران 

اإشــارة ق/)س( تغيــرت مــن ســالبة حيــث س > 4 اإلــى موجبــة حيــث س <4  ق)4( قيمــة صغــرى محليــة للاقتــران 
ق)س(.

 26
3 القيمة العظمى المحلية = ق)2( = 

 22
3 القيمة الصغرى المحلية = ق)4( = 
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مثال )٢(: اأعيّن القيم القصوى للاقتران = س2 – 6س + 9.

الحل: ق/)س( = 2س – 6

ق/)س( = 0

2س – 6 = 0

س = 3

ــة  ــرى محلي ــة صغ ــث س < 3  ق)3( قيم ــة حي ــى موجب ــث س > 3 اإل ــالبة حي ــن س ــرت م ــارة ق/)س( تغي اإش
للاقتــران ق)س(.

القيمة الصغرى المحلية = ق)3( = 9 – 18 + 9 = 0

اإشارة ق/)س(–  –  –   – – –  –  + + + + + + + +

س                          3

صفر

مثال )٤(: اأعيّن القيمة/ القيم القصوى المحلية اإن وجدت للاقتران ق)س(= س3 ، س  ح. 

الحل: ق/)س( = 3س2
ق/)س( = 0   

3س2 = 0
س = 0

لم تتغير اإشارة ق/)س( حول )س = 0(، ومنها لا توجد للاقتران ق)س( قيمة قصوى محلية.

اإشارة ق/)س(+ + + + + + + +     + + + + + + + +

س                        صفر

صفر

مثال )3(: اإذا كان ق)س( = س3 _ 12س _ 5 ، س  ح ، اأجد قيم س التي عندها قيم قصوى للاقتران ق)س(.

الحل: ق/)س( = 3س2 _ 12

ق/)س( = صفر
3س2 _ 12 = 0
س2 _ 4 = 0

س = 2 اأو  -2

ــد )س= -2(  ــة حيــث س < -2  عن ــى موجب ــة حيــث س > -2 اإل ــرت مــن موجب األاحــظ اأن اإشــارة ق/)س( تغي
يوجــد قيمــة عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(.

اإشــارة ق/)س( تغيــرت مــن ســالبة حيــث س > 2 اإلــى موجبــة حيــث س < 2  عنــد )س= 2( يوجــد قيمــة صغــرى 
محليــة للاقتران ق)س(.

اإشارة ق/)س(+ + + + + + + +   –  –  –   – – –  –       + + + + ++

س         2                           -2

صفرصفر
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  تمارين ومسائل

آتية:  س1. اأعيّن القيمة/ القيم القصوى اإن وجدت لكل من الاقترانات الا
اأ .  ق)س( = 4س _ 2س2         ،    س  ح
ب. ق)س( = س)س2 _ 12(   ،    س  ح

جـ. ق)س( = س3 – 3س + 2       ،     س  ح 
د.  ق)س( = - س2 +10س + 5    ،     س  ح 

س٢. اأعيّن القيم القصوى المحلية للاقتران ق)س( = س2 – 2س + 1  ،  س  ح 

س3. اإذا كان للاقتران ق)س( = - س2 + ب س -3 ، س  ح قيمة عظمى محلية عند س = -2 فما قيمة ب؟

س٤. اإذا كان ق)س( = س3 – 5 ، س  ح، اأبيّن اأنه لا توجد للاقتران ق)س( اأي قيم قصوى.

آتــي يبيــن اإشــارة ق/)س(، اأجــد قيــم س التــي عندهــا قيــم قصــوى للاقتــران ق)س( واأبيّــن نوعهــا، علمــاً  س5. الشــكل الا
بــاأن ق)س( كثيــر حــدود معــرّف علــى ح.

اإشارة ق/)س( + + + + + + + +      –  –  –   – – –  –       + + + + +   +

س        2                     -2

صفرصفر
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)Standard Score( العلامة المعيارية    

اإذا كانــت علامتــا الطالبــة رنيــم فــي مبحثــي الرياضيــات والفيزيــاء هــي 93 ، 88 علــى الترتيــب، فهــل 
نشاط

يعنــي ذلــك اأن تحصيــل الطالبــة رنيــم اأفضــل فــي الرياضيــات ؟ ................... لمــاذا ؟ 1
.......................

للحكــم علــى اأفضليــة التحصيــل، لا يكفــي اأن نعتمــد علــى العلامــة فقــط، واإنمــا نحتــاج اإلــى معرفــة الوســط الحســابي، 
والانحــراف المعيــاري لعلامــات جميــع طلبــة الصــف.

الوسط الحسابي )µ(: هو مجموع القيم )المشاهدات(

اأتذكر
مقسوماً على عددها.

 

الانحراف المعياري )(: هو الجذر التربيعي لمتوسط مربعات انحرافات

القيم عن وسطها الحسابي.

    

 = 1=

س







        

   = 1=

٢) −
 

)س



Standard Score: )( العلامة المعيارية
القيمة الخام: هي القيمة الاأصلية التي نحصل عليها في اختبار اأو مقياس ما، ويرمز لها بالرمز "س".

ــي تبعدهــا القيمــة )العلامــة( الخــام عــن الوســط الحســابي،  ــة الت ــات المعياري ــة: هــي عــدد الانحراف ــة المعياري العلام
 _ س

 = 


وبالرمــوز فــاإن: 

مثــال )1(: مــزارع فلســطيني يــزرع البنــدورة فــي ســهل مــرج ابــن عامــر، كان الوســط الحســابي لكتلــة )300( صنــدوق 
بنــدورة 17 كغــم، وانحرافهــا المعيــاري )2( كغــم، اختيــرت 3 صناديــق، وكانــت كتلهــا 13 كغــم،  19 كغــم، 17 كغــم 

علــى الترتيــب. اأجــد العلامــة المعياريــة لكتــل كل مــن الصناديــق الثلاثــة.

  ،الوسط الحسابي للكتل µ ،حيث ع هي العلامة المعيارية، س الكتلة الخام ،
 _ س

 = 


الحل: 

الانحراف المعياري لها.

2- =
  17 _ 13

 =
1


2
- العلامة المعيارية للصندوق الاأول 

1 =
  17 _ 19

 =
2


2
- العلامة المعيارية للصندوق الثاني 

= صفر
  17 _ 17

 =
3


2
- العلامة المعيارية للصندوق الثالث 
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مثــال )٢(: حصلــت عهــد علــى علامــة مــا فــي الرياضيــات، وكانــت العلامــة المعياريــة المقابلــة لهــا )5‚1( علماً باأن الوســط 
الحســابي لعلامــة طالبــات صفهــا كان )85( والانحــراف المعيــاري )6(، اأجــد علامــة عهد في اختبــار الرياضيات.

 _ س
 =

 



الحل: 

،  9 = س – 85   ومنها   س = 94
س _ 85  

 
6

 = 1,5

مثال )٤(: اإذا كانت علامتا طالبين في امتحان المحاسبة 70 ، 88 وكانت علامتاهما المعياريتان المناظرتان
-0,8 ، 1 على الترتيب، ما الوسط الحسابي والانحراف المعياري لعلامات طلبة الصف في الامتحان؟

  
 _ س

 = 
         

مثال )3(: اإذا كانت العلامات المعيارية المناظرة لاأطوال 5 اأشجار صنوبر كالاآتي:

      ل ، 0,5 ، صفر، -0,5، -1,5 فما قيمة ل

الحل: ل + 0,5 + 0 + -0,5 + -1,5 = صفر 

ل + -1,5 = صفر             

ل = 1,5     

 مجموعــة مــن القيــم الاأصليــة، وكانــت العلامــات المعياريــة 

، .........، س

2
، س

1
نتيجــة: اإذا كانــت س

فــاإن الوســط الحســابي  لمجموعــة هــذه العلامــات 
 
 ،............ ،

2
 ،

1
 المقابلــة لهــا هــي

.1 = 

 يســاوي صفــراً، والانحــراف المعيــاري لهــا

 

  _ 70
 = 0,8-

            

)1( ..........  – 70 = 0,8- :وبالضرب التبادلي
                    

 _ 88
 = 1

  


 
)2( ..........   88 =  :وبالضرب التبادلي



43

اأحل المعادلتين )1( ، )2( بالحذف

  88 =    

  70 = 0,8-        
                 

10 =  18 ومنها = 1,8 بالطرح

     78 =  ومنها   88 = 10 وبالتعويض في اإحدى المعادلتين ينتج اأن

اأي اأن الوسط الحسابي = 78  والانحراف المعياري = 10

  تمارين ومسائل
آتــي 40 كغــم، 50 كغــم، 60 كغــم، 70 كغــم، 55 كغــم.  س1: فــي مزرعــة خــراف، اإذا كانــت كتــل )5( خــراف كالا

اأجــد العلامــات المعياريــة للكتــل؟

س٢: اإذا علمــت اأن علامــة علــي فــي امتحــان اللغــة العربيــة 72، وفــي المحاســبة 69، وفــي الرياضيــات 75، والوســط 
الحســابي لعلامــات طلبــة الصــف فــي المــواد الثــلاث بالترتيــب هــو 69، 68، 79، والانحــراف المعيــاري 1، 4، 2، 

فــي اأي المــواد كان تحصيــل علــي اأفضــل؟

س3: اإذا كان الوســط الحســابي لاأطــوال اأشــجار الصنوبــر فــي محيــط بــرك ســليمان فــي بيــت لحــم 17متــراً والانحــراف 
المعيــاري لمجموعــة الاأطــوال يســاوي 3م، اأجــد الاأطــوال الحقيقيــة للاأشــجار التــي العلامــات المعياريــة لاأطوالهــا هــي: 

.1,8- ، 2

آتــي 0,5 ، 0,5ك ، -1,5 ، 0 ، -0,5،  س٤: اإذا حولــت القيــم الخــام لمجتمــع اإحصائــي اإلــى علامــات معياريــة وكانــت كالا
اأجــد قيمــة ك ؟ اأتحقــق اأن الانحــراف المعيــاري للعلامات المعيارية يســاوي 1.

ــان -2 ، 3 علــى الترتيــب. اأجــد الوســط الحســابي  ــان المعياريت ــان 44 ، 84 تقابلهمــا العلامت س5: اإذا كانــت العلامت
والانحــراف المعيــاري لتوزيــع العلامــات الاأصليــة؟

س6: اإذا كانــت العلامــات المعياريــة المقابلــة للعلامتيــن 85 ، 70 هــي 1 ، -2 علــى الترتيــب. اأحســب العلامــة 
المعياريــة للعلامــة الخــام 75.
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)Standard Normal Distribution( التوزيع الطبيعي المعياري

مثـّـل المعلــم حمــدان علامــات طــلاب مدرســته فــي مــادة 
نشاط

1
الرياضيــات بيانيــاً، كمــا هو في الشــكل المجــاور. األاحظ 
اأن هنــاك تجمعــاً لعلامــات الطــلاب فــي المنتصــف، كما 
اأن شــكل التمثيــل البيانــي لتوزيــع العلامــات يشــبه الجرس 

تقريباً. اإن مثل هذا التوزيع يسمى توزيعاً طبيعياً.

الوسط الحسابي للعلامات يقع في الفئة )75-71(
الوسيط للعلامات يقع في الفئة ..................
المنوال للعلامات هو مركز الفئة ................

 اإذا كان الوسط = الوسيط = المنوال يكون التوزيع طبيعياً.
اأتعلم

 التوزيع الطبيعي:
يوجــد العديــد مــن التوزيعــات الاحتماليــة، ومنهــا التوزيــع الطبيعــي، ويعتبــر التوزيــع الطبيعــي مــن اأهــم التوزيعــات الاحتمالية 
أنــه يمثــل كثيــراً مــن الظواهــر التــي تقابلنــا فــي الحيــاة العمليــة، مثــل: الاأطــوال، والكتــل، والاأعمــار،  حصــاء، لا فــي علــم الاإ

ودرجــات الحــرارة، والدخــول الشــهرية، وغيرهــا مــن الظواهــر المتصلــة.

خصائص التوزيع الطبيعي:
1( التمثيل البياني له منحنى يشبه الجرس، ومتماثل حول المستقيم الراأسي المار بالوسط.

2( يتساوى فيه الوسط والوسيط والمنوال.
3( المنحنى متصل.

4( يقترب المنحنى من المحور س، ولكنه لا يمسه.

التوزيــع الطبيعــي المعيــاري: هــو التوزيــع للعلامــات المعياريــة، وســطه  الحســابي يســاوي صفــراً، وانحرافــه 
المعيــاري يســاوي )1(.

وسنركز في دراستنا هذه على التوزيع الطبيعي المعياري.
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جدول المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري:
المســاحة الكليــة تحــت المنحنــى الطبيعــي المعيــاري تســاوي وحــدة مســاحة واحــدة، وقــد وضــع العلمــاء جــداول خاصــة 

تبيــن نســبة المســاحة تحــت المنحنــى والمحــدودة بقيمــة معينــة مــن العلامــات المعياريــة.
سنعتمد الجداول الملحقة في نهاية الكتاب والتي تعطي المساحة المحصورة تحت  حيث ع عدد حقيقي.

مثال )1(: باستخدام جدول التوزيع الطبيعي المعياري، اأجد كلاّ من:

)1‚17 = ( المساحة تحت )اأ

)1‚2 = ( المساحة فوق )ب

)1- = ( المساحة تحت )جـ

)0‚5- = ( المساحة فوق )د

)0,15 =
 2( و )0,8- =

 1( المساحة المحصورة بين )هـ

الحل: اأ( المساحة تحت ) = 17‚1( = 8790‚0 ويتم اإيجادها من جدول التوزيع الطبيعي المعياري وتحدد من 

تقاطع الصف 1‚1 ومن العمود 0,07، حيث اأن تقاطع العمود مع الصف يمثل قيمة المساحة. األاحظ الشكل: 

٠ 1‚17

0‚8790
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ب( المساحة فوق ) = 2‚1( = 1 – المساحة تحت ) = 2‚1( = 1 _ 8849‚0 = 1151‚0 األاحظ الشكل:

٠ 1‚2

0‚1151

جـ( المساحة تحت ) = -1( = 1587‚0 مباشرة من الجدول، األاحظ الشكل:

٠ 1-

0‚1587
            

د( المساحة فوق ) = -0,5( = 1 _ )المساحة تحت ع = -0,5(

                                = 1 _ 3085‚0 = 6915‚0 األاحظ الشكل:

0,5-

0‚6915

)0,15 = 
2( و )0,8- = 

1( المساحة المحصورة بين )هـ

)0,8- = ( المساحة تحت _ ).,15 = ( المساحة تحت =

0,3477 = 0,2119 _ 0,5596 =                 

٠ 0,15

0,3477

0,8-
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مثال )٢(: اأجد قيمة ع في كل مما ياأتي:

اأ( المساحة تحتها تساوي 0,9850 

ب( المساحة فوقها تساوي 0,6628  

الحل: اأ( المساحة تحت  تساوي 0,9850 ، اأبحث في الجدول عن المساحة 0,9850 ، اأجد اأنها تقع عند تقاطع

صف  = 2,1  وعمود 0,07 ، ومنها   = 2,17 ، األاحظ الشكل الاآتي: 

٠ 2‚17

0,9850

 تساوي 0,6628 = 1 _ المساحة تحت  ب( المساحة فوق

0,6628 _ 1 =  المساحة تحت

 0,3372 =    

0,42-

0,6628
من الجدول  = -0,42 األاحظ الشكل المجاور:             

ــة التــي ينتجهــا اأحــد المصانــع هــو 1200 ســاعة بانحــراف  ــال )3(: الوســط الحســابي لاأعمــار المصابيــح الكهربائي مث
معيــاري مقــداره 300 ســاعة، فــاإذا كانــت هــذه الاأعمــار تتبــع التوزيــع الطبيعــي واختيــر اأحــد المصابيــح عشــوائياً، فمــا 

النســبة المئويــة لاأن يبقــى المصبــاح الكهربائــي صالحــاً مــدة تزيــد علــى 1800 ســاعة.
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)
س=1800

|
الحل: نسبة اأن يبقى المصباح صالحاً لمدة تزيد على 1800 ساعة = المساحة فوق ) 

  س


 = 

2 =
  1200  1800

 = 
س=1800

|300          

)2 = ( المساحة = المساحة فوق

)2 = ( 1 – المساحة تحت =

                0,0228 = 0,9772 – 1 =

٠ 2

0,0228

 النسبة المطلوبة = 0,0228 × %100 = %2,28           

مثــال )٤(: الوســط الحســابي لكتــل 1000 شــخص يســاوي 65 كغــم، والانحــراف المعيــاري للكتــل 10 كغــم، فــاإذا 

كانــت الكتــل تتبــع التوزيــع الطبيعــي، فمــا نســبة الاأشــخاص الذيــن تقــع كتلهــم بيــن 65 كغــم و 95 كغــم؟ ومــا عددهــم؟

الحل: نسبة الاأشخاص الذين كتلهم بين 65 كغم، 95 كغم

٠ 3

0,4987

= المساحة المظللة في الشكل المقابل.            

       اأحول القيمة الخام 95 اإلى علامة معيارية
         س


 =       

3 = 
65 - 95

10
 = 

س=95
|

نسبة الاأشخاص = المساحة بين ) = صفر ، و  = 3(      لماذا؟

                = المساحة تحت ) = 3( – 5,.     لماذا؟

.,5 – 0,9987  =                

 0,4987 =        

اأي اأن النسبة المئوية للاأشخاص الذين تنحصر كتلهم بين 65 كغم و 95 كغم = %49,87 

عدد هؤلاء الاأشخاص = 1000 × 0,4987 ≈ 499 شخصاً.
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تمارين ومسائل

آتية: س1: اأجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري في كل من الحالات الا

)1,38 = ( تحت  ) اأ

)0,90 = ( فوق )ب

)1,5 = ( و )1,5- = ( بين )جـ

آتية: س٢: اأجد العلامة المعيارية )( في كل من الحالات الا

اأ (  المساحة تحت  هي 0,8554

ب( المساحة فوق  هي 0,7734 

جـ( المساحة بين - و  هي 0,6

س3: مدرســة ثانويــة فيهــا 500 طالــب، اأطوالهــم تتبــع التوزيــع الطبيعــي بوســط حســابي يســاوي 165ســم، وبانحــراف معيــاري 

10ســم، مــا نســبة الطلبــة الذيــن تنحصــر اأطوالهــم بيــن 150ســم، 180ســم ؟ ومــا عددهــم ؟

س٤: اإذا كان الزمــن الــذي يســتغرقه بائــع جرائــد للوصــول اإلــى اأحــد البيــوت يتخــذ توزيعــاً طبيعيــاً، بوســط حســابي 12 
أيــام التــي  دقيقــة وباإنحــراف معيــاري دقيقتــان، وكان هــذا المــوزّع ينقــل الجرائــد يوميّــاً علــى مــدار 365 يومــاً، مــا عــدد الا

يســتغرق فيهــا المــوزّع زمنــاً:
اأ( يزيد على 17 دقيقة؟

ب( ينحصر بين 9 - 13 دقيقة؟

س5: اإذا كانــت علامــات 600 طالــب تتخــذ توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 72 وبانحــراف معيــاري 8 وكانــت علامــة 

النجــاح هــي 60، اأجــد:

اأ (  النسبة المئوية للطلبة الذين تقع علاماتهم بين 62، 78

ب( عدد الطلبه الراسبين. 

س6: تتبــع رواتــب 1000 موظــف فــي اإحــدى الشــركات توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 700 دينــار، وبانحــراف معيــاري 

20 دينــاراً. اأحســب عــدد الموظفيــن الذيــن تنحصــر رواتبهــم بيــن 680 دينــاراً و 740 دينــاراً.
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٢- اإذا كانت اأعمار )5( اأشخاص كالاآتي: 20، 8، 12، 14، 16، اأجد:

1( العلامة المعيارية المناظرة لاأعمار هؤلاء الاأشخاص.
2( الوسط الحسابي للعلامات المعيارية.
3( الانحراف المعياري للعلامة المعيارية.

1- اإذا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث اأن: هـ/)1( = 4، ق/)1( = -1 ،
    ق/)6( = -2، هـ)1( = 6 ، اأجد )قΟهـ( / )1(.

ورقة عمل

 فما قيمة الثابت  ؟
2
1- ،  ، 2

3- ،
2
3- اإذا كانت العلامات المعيارية لخمسة طلاب كما يلي 1،  1

٤- نادي رياضي مكون من 400 عضو تتبع اأعمارهم التوزيع الطبيعي بوسط حسابي 40 سنة وبانحراف معياري 5 اأجد: 

اأ ( عدد الاأعضاء الذين تزيد اأعمارهم على 50 سنة.

ب( عدد الاأعضاء الذين تتراوح اأعمارهم بين 35 سنة اإلى 45 سنة.

5- اإذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = س – 2 ما قيمة )قΟهـ(/)1( ؟

6- اأجد القيم القصوى للاقتران ق)س( = س3 + 3س2 + 7
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نموذج اختبار

جابة الصحيحة في كل مما ياأتي: س1: اأضع دائرةً حول رمز الاإ

ما قيمة الوسط الحسابي )( والانحراف المعياري )( لمنحنى التوزيع الطبيعي المعياري:( 1

0 =  ، 1 =  )1      د =  ، 0 =  )0     جـ =  ، 0 =  )1     ب =  ، 1 =  )اأ

ما العلامة المعيارية المناظرة للعلامة 77 علماً باأن الوسط الحسابي 70 والانحراف المعياري 14 ؟( 2

د( 2          اأ( -2     ب( -0,5                جـ( 0,5                

3( اإذا كان الوسط الحسابي لمجموعة من المفردات 75 والانحراف المعياري 15 فما العلامة الخام المناظرة للعلامة 

المعيارية  = 2؟

د( 105                اأ(  103                ب( 108                 جـ( 104  
:)1,65<< 0,96( ما مساحة المنطقة بين )4

د( 782‚1 اأ( 0991‚0           ب( 1190‚0         جـ( 812‚1  

ص  عندما س= -1 ؟ 
س

5( اإذا كانت ص = )س – 1(5 ما قيمة 

د( 80جـ( صفرب( 25اأ( 5

6( اإذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = س – 2 ما قيمة )قΟهـ(/)1( ؟

د( 4جـ( صفرب( 2اأ( -2

7( اإذا كان ق)س( = س2، هـ)س( = س + 1 فما قيمة )هـΟق(/ )2( ؟

د( 2جـ( 4ب( 1اأ( 3

 عندما س = 3 ؟   
2ص 

س2
8( اإذا كانت ص = )1 – 2س(2 ما قيمة 

د( 20جـ( -8ب( 8اأ( -20

ب( ق)س( = س3 – 3س2 س٢: اأجد القيم القصوى للاقتران: اأ( ق)س( = - س3 + 3س2 + 7  
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ــان للعلامتيــن 71 ، 53 همــا 0,5 ، -1 علــى الترتيــب، اأجــد الوســط  ــان المناظرت ــان المعياريت س٢: اإذا كانــت العلامت

الحســابي والانحــراف المعيــاري للعلامــات الخــام لطلبــة الصــف.

أرز بوســط حســابي يســاوي 1,01 كغــم، وبانحــراف معيــاري يســاوي  س3: خــط اإنتــاج فــي مصنــع ينتــج اأكياســاً مــن الا

0,02 كغــم. اأجــد:

اأ (  نسبة الاأكياس التي كتلتها اأقل من 1,03 كغم.

ب( نسبة الاأكياس التي تتراوح كتلها بين 1 كغم  و 1,05 كغم.

س٤: اإذا ارتبــط عمــر بطاريــة الســيارة بالمســافة التــي تقطعهــا الســيارة باســتعمال هــذه البطاريــة، وعلــم اأن عمــر اأحــد 

اأنــواع بطاريــات الســيارات يتــوزع توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 100000كــم، وبانحــراف معيــاري 10000كــم. 

ــي الشــهر. اأجــد: ــوع ف ــن هــذا الن ــة م واأنتجــت اإحــدى الشــركات 20000 بطاري

اأ ( عدد البطاريات التي يتراوح عمرها بين 90000 كم، 110000 كم.

ب( عدد البطاريات التي يزيد عمرها على 120000 كم. 

جـ( النسبة المئوية للبطاريات التي تتراوح اأعمارها بين 80000 كم، 110000 كم.
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)Indefinite Integral( التكامل غير المحدود        

اإذا كان ق)س( = س3 فاإن ق/)س( = 3س2، اإذا كان ق/)س( = 2س، فاإن ق)س( = ...........؟    
ــي  ــة الاشــتقاق الت ــة عكســية لعملي أولــى ق/)س( هــي عملي ــذي عُلِمــت مشــتقته الا ــران ق)س( ال ــة اإيجــاد الاقت اإن عملي

تعلمتهــا فــي الوحــدة الســابقة.

مثال )1(: اأكتب ثلاثة اقترانات مشتقتها الاأولى هي 4س3 ؟

الحل: ق)س(= س4، ك)س(= س4 + 13، هـ)س( = س _ 4، جميعها مشتقتها هي 4س3.

 ) – 4األاحــظ اأن ق)س( – ك)س( = س4  – )س4  + 13( = -13 وكذلــك ك)س( – هـــ)س( = )س4  + 13( – )س
=  + 13 اأي اأن الفــرق بيــن اأي اقترانيــن لهمــا نفــس المشــتقة هــو عــدد ثابــت، لذلــك فــاإن الاقتــران الــذي مشــتقته 

4س3 ســيكون علــى الصــورة ق)س( = س4 + جـــ، اأي اأن التكامــل عمليــة عكســية للتفاضــل.

تعريف:
أولــى للاقتــران ق)س(، فــاإن الاقتــران ق)س( + جـــ يمثــل مجموعــة  اإذا كان الاقتــران ق/)س( هــو المشــتقة الا

أولــى ق/)س(، ويســمى بالتكامــل غيــر المحــدود للاقتــران ق/)س(، اأو يســمى بالاقتــران  الاقترانــات التــي مشــتقتها الا

الاأصلــي الــذي مشــتقته ق/)س(.

وبالرمــوز يكتــب: ق/)س( س = ق)س( + جـــ ، جـــ  ، الرمــز  هــو اإشــارة التكامــل، س تشــير اأن الاقتــران 

بدلالــة المتغيــر س ، جـــ يســمى ثابــت التكامل.

مثال )٢(: اأجد 2س ؟

الحل: 2س = ق)س( ، حيث ق/)س( = 2

ق)س( = 2س + جـ

2س = 2س + جـ )الاقتران الاأصلي(.

مثال )3(: اأجد 3س 2س ؟

الحل: 3س 2س = ك)س(، حيث ك/)س( = 3س2                                         

ك)س( = س3 + جـ

3س 2س = س3 + جـ )الاقتران الاأصلي(.
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مثال )٤(: اأي من الاقترانين ق)س( = 2س3 + 4س2 + 4س + جـ
هـ)س( = 2س3 + 5س2 + 4س + جـ

يمكن اعتباره اقتراناً اأصلياً للمشتقة )6س2 + 10س + 4( ؟

الحل: ق/)س( = 6س2 + 8س + 4

هـ/)س( = 6س2 + 10س + 4

هـ)س( = 2س3 + 5س2 + 4س + جـ هو الاقتران الاأصلي للمشتقة )6س2 + 10س + 4(  
وبالرموز )6س2 + 10س +  )4س = 2س3 + 5س2 + 4س + جـ

مثال)5(: اإذا كان ق)س( = )س2 + س()س – 2( س ، اأجد ق/)س( ؟

الحل: ق/)س( = مشتقة )س2 + س()س –  )2س، وبما اأن الاشتقاق عملية عكسية للتكامل، 

فاإن ق/)س( = )س2 + س()س _ 2(.

تمارين ومسائل

س1. اأضع اإشارة  اأمام العبارة الصائبة واإشارة � اأمام العبارة الخاطئة:

 + 4س
5س2
2

اأ ( )5س +  )4س =

ب( )6س5 + 3س )2س = س6 + س3 + جـ

جـ( )2س3 + 3س( س = 6س + 3

+ جـ
5
س

س =
5-
س2

 )د

هـ( 2نقس = نق2 + جـ

و( 2نقنق = نق2 + جـ

 س، اأجد ق/)س(. 
س2 + 3
س + 1

 = )س٢. اإذا كان ق)س
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)Rules of Indefinite Integral( قواعد التكامل غير المحدود  

اإذا كان الاقتــران الاأصلــي للمشــتقة ق/)س( = 3س2 هــو س3 + جـــ، فكيــف يمكــن اإيجــاد الاقتــران الاأصلــي للمشــتقة 

يجــاد الاقتــران الاأصلــي؟ ق/)س( = 4س3 + 3س2 _ 3 ؟ هــل يوجــد قواعــد لاإ

الاقتران الاأصلي لـِ 4س3 هو س4 + جـ 

الاقتران الاأصلي لـِ 3س2 هو س3 + جـ 

الاقتران الاأصلي لـِ -3 هو ........

الاقتران الاأصلي لـِ 4س3 + 3س2 _ 3 هو ......

مثال )1(: اأجد 3س ؟

الحل: المطلوب هو اإيجاد الاقتران الاأصلي ق)س( الذي مشتقته الاأولى ق/)س( = 3.
من معلوماتنا في التفاضل، األاحظ اأن الاقترانات:

)س( = 3س + 5،
2
)س( = 3س            ،    ق

1
ق

)س( = 3س + ثابت
4
2    ،    ق )س( = 3س _ 

3
ق

أولــى ق/)س( = 3، األاحــظ اأن الفــرق بيــن هــذه الاقترانــات هــو فــي الحــد الثابــت فقــط، ولذلــك  هــي اقترانــات مشــتقتها الا
فاإن الاقتران الاأصلي ق)س( الذي مشــتقته ق/)س( = 3 هو ق)س( = 3س + جـ.

اأي اأن 3س = 3س + جـ



56

قاعدة )  :)1س =  س + جـ  ،   ، جـ عددين حقيقيين.

آتية:  مثال )٢(: اأجد التكاملات الا

  . 
1
2  )3         ص 3   )2 5- )1س    

الحل: 5- )1س = -5س + جـ، الاقتران بدلالة المتغير س.

ص + جـ، الاقتران بدلالة المتغير ص. 3  3ص =   )2

. جـ، الاقتران بدلالة المتغير +  
1
2

 =  
1
2  )3

 مثال )3(: اأتاأمل الجدول الاآتي، واأجيب عن الاأسئلة اللاحقة:

ق)س(
س3
3

7 + 
س4
4

س5
5

2 + 
س6
6

س5س4س3س2ق/)س(

1. ما العلاقة بين درجة ق/)س( و درجة ق)س(؟
2. ما العلاقة بين معامل الحد الذي يحتوي على س في ق)س( ودرجة ق)س( ؟

الحل: 1. درجة الاقتران ق)س( تزيد 1 عن درجة ق/)س(.

معامل الحد الذي يحتوي على س يساوي مقلوب درجة الاقتران.

 .1- ≠  ،جـ، جـ عدد حقيقي + 
1+س
1 + 

س = 
 س :)قاعدة )٢

آتية: مثال )٤(: اأجد كلاً من التكاملات الا

س س2 3 )د س   
1
2 ج( س س  

ب( س-3 س   
اأ( س2

 + جـ
س3
3

 + جـ = 
س1+2
1 + 2

الحل: اأ( س2س = 
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 + جـ
س-2
2-

 + جـ = 
س-1+3
1 + 3-

س = 
ب( س-3 

 + جـ

3
2 2س
3

 + جـ = 

3
2 س
3
2

 + جـ = 
1 + 

1
2 س

1 + 1
2

 س = 

1
2

ج( س

 + جـ
س5 3

 
3
5

 + جـ = 

5
3 3س
5

 + جـ =  

5
3 س
5
3

 + جـ = 
1 + 

2
3 س

1 + 2
3

 س =  
2
3 س 2س = س 3 )د

    ، س )س(ق = س )س(ق  قابلاً للتكامل، فاإن )قاعدة )3(: اإذا كان الاقتران ق)س

آتية: مثال )5(: اأجد التكاملات الا

ل 
 7
2 ل  )جـ س   

3 س4 
5
 )ب س    

اأ( 2س3 

 + جـ
س4
2

 + جـ = 
2س4
4

س = 
س = 2س3 

الحل: اأ ( 2س3 

 + جـ
3س5
25

 + جـ = 
س5
5

× 3
5

س = 
س4  3

5
س =  

س4  3
5
 )ب

 + جـ
ل8
8

 2 ل = 
 7
ل 2 ل = 

 7
2 ل  )ج

قاعدة )٤(: اإذا كان ق)س(، هـ)س( اقترانين قابلين للتكامل، فاإن:

 .1)ق+هـ( ) )س( س = ق)س(  س + هـ)س(  س

 .2)ق_هـ( ) )س( س = ق)س(  س _ هـ)س(  س

مثال )6(: اأجد )3س2 + 4س( س

الحل: )3س2 + 4س( س = 3س 2س +  4س س

لماذا ؟ = س3 + 2س2 + جـ    
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( س
5

س2
1 س3 _ 

2
( اأجد :)مثال )7

 س
5

س2
 _ 3س 1

2
 = س )

5
س2

1 س3 _ 
2
( :الحل

س
س _ 5س-2

س3 1
2
 =

لماذا؟  + 5س-1 + جـ  
س4
8  =

يمكن تعميم القاعدة )٤( لاأكثر من اقترانين.

س
مثال )8(: اأجد )س + 3(2

الحل: )س + 3(2 = )س + 3()س + 3( = س2  + 6س + 9

س + 6س س +  9س
س = )س2 + 6س +  )9س = س2 

)س + 3(2 

 + 9س + جـ
س2
2  6 + 

س3
3  =

 + 3س2 + 9س + جـ
س3
3  =

3- ≠  ،  
9 _ 2


3 + 

 مثال )9(: اأجد

 _ 3 + جـ
2

2

 =  )3 _ ( =  
)3 _ ()3 + 

(
)3 + (

 = ع 
9 _ 2


3 + 

 :الحل

 ؟
ص
س

مثال )1٠(: اإذا كان ص = )5س2 + 3س( س = اأجد 

 + جـ
3س2
3  + 

5س3
3 الحل: ص=)5س2 + 3س( س = 

3 × 2س + صفر
2

 + 
5 × 3س2

3
 = 

ص
س

ماذا تلاحظ؟ = 5س2 + 3س   

هل يمكن الحل بطريقة اأخرى؟    وضّح ذلك.
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٤ - ٢  تمارين ومسائل

آتية:  س1: اأجد التكاملات الا

5 س  س  .ج        .ب  2س    
3
 .اأ

و. ك 2س ، ك ثابت ≠ 0  )1 + 2س  
س2

هـ. )7س3 _  د. )2س )3 + 2س  

س٢: اأجد )2ص – 5()ص + )3ص 

 ل  ،  ل ≠ 2
ل2 – 5ل + 6

ل – 2
 س3: اأجد

س٤: اأجد )2س + 1()س3 + س2 – 3س +  )4س

س5: اإذا كان ق)س( = )3س3 + 5س2 – 2س + 4( س، اأجد ق/)س(.

ص
س

س6: اإذا كان ص = )2س + 2()س2 + 2س( 5س، اأجد 
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    التكامل المحدود
)Definite Integral(     

تعريف: اإذا كانت ق/)س( هي المشتقة الاأولى للاقتران ق)س(، وكان ق/)س( قابلاً للتكامل، فاإن

ق/)س(س = ق)ب( – ق) ،) ، ب عددان حقيقيان. وهذا التكامل يسمى تكاملاً محدوداً، حدّه العلوي = ب،

ب



وحدّه السفلي= ، وقيمته تساوي عدداً ثابتاً.

)س –  )3س ؟
2

1

مثال )1(: اأحسب قيمة التكامل 

الحل: ق)س( = )س –  )3س

 – 3س + جـ
س2
2

 = 

)س – 3( س = ق)2( – ق)1(
2

1

1 – 3 + جـ(
2

= )2 – 6 + جـ( – )

3-
2 -3 + جـ – جـ = 

2
 =

يمكن حل المثال بطريقة اأخرى
2

1

 – 3س(  
س2
2

)س – 3( س = )
2

1

3-
2

 = )3 – 1
2

اأعوض الحد العلوي، ثم اأطرح منه ناتج تعويض الحد السفلي. = )2 – 6( – ) 

)3س2 – 2س + )1س
2

1-

مثال )٢(: اأجد 
2

1-

)3س2 – 2س + 1(س = )س3 – س2 + س(  
2

1-

الحل: 

9 = )1-1-1-( – )2 + 4 – 8( =           
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مثال )3(: اإذا كان ق/)س(= 2س3 + 5س اأحسب متوسط تغير الاقتران ق)س( عندما تتغير س من 1 اإلى 3.

ق)3( – ق)1(
1 – 3

الحل: متوسط التغير = 

)2س3 + 5س( س
3

1

لكن  ق)3( – ق)1( = 
3

1

  
5س2
2

 + 
س4
2

 =

60 =  3 – 63 = ) 5
2

 + 1
2

( – ) 45
2

 + 81
2

( =

30 = 
60
2  = 

ق)3( – ق)1(
1 – 3

متوسط التغير = 

)ب س –  )7س = 34، اأجد قيمة الثابت ب.

4

2

مثال )٤(: اإذا كان 

34 = 

4

2

 _ 7س(  
ب س2

2
)ب س – 7( س = )

4

2

الحل: 

= )8ب _ 28( _ )2ب _ 14( = 34  
6ب _ 14 = 34
6ب = 48
ب = 8

6 س س = -63، اأجد قيمة/قيم الثابت ب.

ب

5

مثال )5(: اإذا كان 

63- = 

ب

5

6 س س = 3س2    

ب

5

الحل: 

3ب2 – 75 = -63

لماذا؟ ب2 = 4  

ب = 2±
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٤ - ٤  تمارين ومسائل

آتية:  س1: اأحسب قيمة كل من التكاملات الا

( س
)5 – 3س2 

2

0

ب(     6س     

2

1-

اأ (   

س س
3


8

1

د (   ( س   1
س3

 – 1
س2

( 

3

1

جـ(  

س = 32 فما قيمة/ قيم الثابت ب ؟
ب2 

5

3

س٢: اإذا كان 

)3 – 2س( س = صفراً، فما قيمة/ قيم الثابت  ؟


2-

س3: اإذا كان 

س.
)2س – 1(2  

2

0

س٤: اأحسب 

ص لكل مما ياأتي:
س

س5: اأجد 

اأ ( ص = )4س3 + 2س –  )5س

)4س3 + 2س –  )5س
7

2

ب( ص = 
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خصائص التكامل المحدود   
)Definite Integral Properties(     

لكل   ح ق)س( س = 0  




     خاصية )1(: اإذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للتكامل فاإن 

حسب الخاصية )1( )2س2 + 3س +  )2س = 0  
1

1

           فمثلاً: اأ. 

س + 5( س = 0                          حسب الخاصية )1( (
2

2

                 ب. 

اأكمل الجدول الاآتي: نشاط
1

قيمتهالتكاملقيمتهالتكامل

)س +  )1س
2

1

5
2

)س +  )1س
1

2

5-
2

 7س
5

3

 7س14
3

5

س
س5 

1

0

س 
س5 

0

1

1
6

 -

من الجدول ماذا نلاحظ ؟

ق)س(س


ب

ق)س(س = - 

ب



      خاصية )٢(: اإذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للتكامل، فاإن: 



64

ق)س( س ؟ 

1

2

ق)س( س = 8 ، اأحسب  

2

1

مثال )1(: اإذا علمت اأن 

حسب الخاصية )2( ق)س( س = -8   

2

1

ق)س( س = - 

1

2

الحل: 

-2ق)س( س ؟ 

2

3

ق)س( س= -3 ، اأجد  

3

2

مثال )٢(: اإذا كان 

ق)س( س 

2

3

-2ق)س( س = -2  

2

3

الحل: 

لماذا؟ ق)س( س  

3

2

 2 =

 6- = )3-( 2 =

اأكمل الجدول الاآتي: نشاط
٢

)1( التكامل
قيمته

)٢( التكامل
قيمته

)3( التكامل
قيمته

اأكتب علاقة بين 
)3(،)٢(،)1(

 5س 

2

1

 5س5 

5

2

 5س15 

5

1

2020 =15+5

س 2س 

2

0

8
3

س 2س 

4

2

س 2س 

4

0

64
3

)س _  )3س 

2

1

)س _ )3س 

3

2

1
2

)س _  )3س-  

3

1

من الجدول اأعلاه، ماذا نلاحظ؟
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خاصية )3(: اإذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للتكامل، على ]  ، جـ [ ، ب  ]  ، جـ [ فاإن:

ضافة(. ق)س( س    )خاصية الاإ

جـ



ق)س( س =

جـ

ب

ق)س( س + 

ب



ق)س( س ؟ 

4

1

ق)س( س = -9 اأجـــد  

4

2

ق)س( س= 3،  

2

1

مثال )3(: اإذا علمت اأن 

ق)س( س  حسب الخاصية )3( 

4

2

ق)س( س +  

2

1

ق)س( س =  

4

1

الحل: 

6- = )9 -( + )3( =
-2ق)س( س ؟ 

4

1

5ق)س( س = 15   اأجـــد  

3

4

ق)س( س = 2،  

3

1

مثال )٤(: اإذا علمت اأن 

ق)س( س 

4

1

-2ق)س( س= -2  

4

1

الحل: 

ق)س( س 

4

3

ق)س( س +  

3

1

ق)س( س =  

4

1

   لكن 

ق)س( س = -3      لماذا؟ 

3

4

ق)س( س = -  

4

3

      

ق)س( س = 2 + )-3( = -1     لماذا؟ 

4

1

-2ق)س( س = -2 )-1( = 2 

4

1

خاصية )٤(: اإذا كان ق)س(، هـ)س( اقترانين قابلين للتكامل، على ]  ، ب [ ، فاإن:

هـ)س( س

ب



ق)س( س ± 

ب



)ق)س( ± هـ)س(( س = 

ب


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)3ق)س( + س +  )2س ؟ 

2

1-

ق)س( س = -5 ، اأجــــد  

2

1-

مثال )5(: اإذا كان 

)س +  )2س 

2

1-

3ق)س( س +  

2

1-

)3ق)س( + س +  )2س =  

2

1-

الحل: 

 

2

1-

 + 2س( 
س2
2

ق)س( س + ) 

2

1-

3 =

]))1-(2 + 1
2

 ( _ )4 + 4
2

([ + )5-(3 =

 15-
2

 = ) 3
2

 + 6( + 15- =

  تمارين ومسائل

)س2 – 6س( س 

2

2

س1: اأحسب 

)س –  )6س 

5

3

)س –  )6س      جـ(  

5

2

)س –  )6س     ب(  

3

2

آتية: اأ(  س٢: اأحسب التكاملات الا

2ق)س( س = 4، اأجد قيمة الاآتي: 

2

0

ق)س( س = -3 ،  

2

1-

س3: اإذا كان 

)3ق)س( + س( س 

2

1-

جـ(  ق)س( س   

0

1-

-3ق)س( س            ب(  

2

0

اأ( 

-2هـ)س( س = 6 ، اأجد قيمة: 

3

2

3ق)س( س = 12 ،  

3

2

س٤: اإذا كان 

)5هـ)س( – 3ق)س(( س 

3

2

. س = 0 ، اأجد قيمة/قيم الثابت )5 + 2س( 



1

س5: اإذا كان 
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    التكامل بالتعويض
)Integration by Substitution(     

بعــض الاقترانــات لا يمكــن تكاملهــا باســتخدام القواعــد التــي درســتها، وهــذه الاقترانــات يمكــن تكاملهــا بطــرق متعــددة 
ومتنوعــة، وســنتعرف فــي دراســتنا لهــذه الوحــدة اإلــى طريقــة التكامــل بالتعويــض علــى اأنــواع معينــة مــن الاقترانــات.

اأجد )س –  2)3س
نشاط

لماذا ؟ 1 )س – 3( 2س = )         ( س  

 – 3س2 + 9س + جـ
س3
3

 =

وبالطريقة نفسها اأجــد )4س –  3)9س

لكن هل يمكن اأن اأجد )4س –  10)9س بسهولة بالطريقة نفسها ؟

يمكن اإيجاد )س –  2)3س بطريقة اأخرى، تسمى طريقة التكامل بالتعويض

ص =  ، 1س = ص بالتعويض في التكامل
س

الحل: اأفرض اأن  ص = )س – 3( ، 

 + جـ
ص3
3

ص = 
)س –  2)3س = ص2 

 + جـ
)س – 3(3

3
 =           
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مثال )1(: اأجد )3س +  9)1س

  
ص
3 ص =  ، 3س = 

س
الحـــل: اأفرض اأن ص = 3س + 1 ، 

اأعوض في التكامل

ص
 1ص9 

3
ص = 

3
)3س +  9)1س = ص9 

 + جـ
ص10
30

 + جـ = 
ص10
10

 × 1
3

 =    

 + جـ
)3س + 1(10

30
 =    

س)3س 3)1 – 2س 

1

0

مثال )٢(: اأجـــد 

ص
6س

ص = 6س  ومنها  س = 
س

الحل: نفرض اأن ص = )3س2 – 1(، 

اأعوض في التكامل

ص
  ص3 

1
6

 = 
ص
6س س)3س 3)1 – 2س = س ص3 

 + جـ
)3س2–1(4

24
 + جـ = 

ص4
4

 × 
1
6

 =     

1

0

  
)3س2–1(4

24
س)3س 3)1 – 2س =  

1

0

15
24

 = 
4)1–0×3(

24
 – 

4)1–1×3(
24

 =      
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مثال )3(: اأجـــد )2س + 1()س2 + س –  3)5س

ص = )2س + 1(
س

الحل: اأفرض اأن ص = )س2 + س – 5( ، 

اأعوض في التكامل

ص 
)2س+1(

)2س + 1()س2 + س – 5( 3س =)2س + 1()ص(3 

 + جـ
+ س _ 5(4

)س2 
4

 + جـ = 
ص4
4

ص = 
            = ص3 

٤ - 6  تمارين ومسائل

آتية: اأجـــد التكاملات الا

س :1)2 – 3س( 3س

 س
3

) س – 1(5
 :س٢

س( :3س + ب( 4س  ،   ، ب ثوابت

س٤: س2)س 4)1 + 3س

)2س –  2)3س 

2

1

س5: 

)2س – 5()س2 – 5س +  2-)7س 

1

0

س6:  

3س –  1س   :7س

س2 + 4سس
3

س :8)س + 2( 
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تطبيقات على التكامل المحدود   
)اإيجاد المساحات(        

     )Definite Integral Applications( )Areas(

يجــاد مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( ومحــور  فــي هــذا الــدرس سنســتخدم التكامــل المحــدود لاإ
ــوق محــور الســينات. ــاه ف ــع منحن ــاً ويق ــل بياني ــاأن ق)س( ممث ــاً ب ــة، علم ــرة معين ــي فت الســينات ف

نظريــة: اإذا كان ق)س( اقترانــاً موجبــاً )فــوق محــور الســينات(، فــاإن مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى 

ق)س( س

ب



ق)س( ومحور الســينات والمســتقيمين س =  ، س = ب تســاوي 

مثــال )1(: اأحســب مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = 4 ومحــور الســينات والمســتقيمين 
ــاور. ــي الشــكل المج ــا ف س = 2، س = 4 كم

 = 4×4 – 4×2 = 8 وحدات مربعة.

4

2

 4س = 4س   

4

2

الحل: 

األاحظ اأن المنطقة المحصورة هي مستطيلة الشكل.
مساحة المستطيل = الطول × العرض = 4 × 2 = 8 وحدات مربعة.

مثــال )٢(: اأحســب مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( 
= 2س + 1 ومحــور الســينات، والمســتقيمين س = 0 ، س = 2، 

0األاحــظ الشــكل المرســوم.
0

1

11-2-3-4- 2 3 4

2

3

4

ص

ق)س(

س
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الحل: المساحة )م( المظللة في الشكل تساوي
2

0

)2س + 1( س = )س2  + س(  

2

0

م = 

= )4+2( – )0( = 6 وحدات مربعة

هل يمكن حساب المساحة بطريقة اأخرى؟

مثال )3(: اأحسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى
ق)س( = س2 ومحور السينات والمستقيمين س = 0 ،

س = 2 ، األاحظ الشكل المرسوم.

الحل: المساحة )م( المظللة في الشكل تساوي
2

0

 
س3
3

س  2س =  

2

0

م = 

8 وحدة مربعة
3

 = 0
3

 – 8
3

 =  

   هل يمكن حساب المساحة بطريقة اأخرى؟

0
0

1

11-2-3- 2 3

2

3

4

5

ص

س

ق)س(

0
0

1

11-2-3- 2 3

2

3

4

5

ص

س

ق)س(
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٤ - 7  تمارين ومسائل

ــى ق)س( = 3، ومحــور  ــن منحن ــة المحصــورة بي س1: اأجــد مســاحة المنطق
الســينات والمســتقيمين س = -1 ، س = 3

س٢: اأجــد مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = 3س – 2 ومحــور 
الســينات والمســتقيمين س = 1 ، س = 3

س3: اأجــد مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = س3 ، ومحــور الســينات 
والمســتقيمين س = 0 ، س = 1

س٤: اإذا كانــت مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = س ومحــور 
السينات والمستقيمين س = 1،  س = 5 تساوي 8 فما قيمة الثابت  ،  < صفر.

3س + 9  س5: اأجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى ك)س( = 
ومحور السينات والمستقيمين س = صفر ، س = 9.

1-

ص

ق)س(

س

س

ص
ق)س(

س

ص

ق)س(

س

5

ص
ق)س(

3-
9

س

ص

ق)س(
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                الفـائـــــــدة 
)Interest(            

يســتثمر بعــض النــاس نقودهــم عــن طريــق اإيداعهــا فــي البنــوك، حيــث يقــوم البنــك باســتثمارها فــي 
نشاط

1
أربــاح، ويعطــي فوائــد للذيــن يدّخــرون لديــه بنســبة معينــة،  مشــاريع تحقــق لهــم نســبة معينــة مــن الا
نــه ياأخــذ منهــم نســبة فائــدة  تســمى نســبة فائــدة. وعندمــا يقتــرض اأصحــاب الاأعمــال مــن البنــك، فاإ

اأيضاً مقابل ذلك. 

فمثــلاً، اإذا اأودع شــخص مبلــغ 200 دينــار فــي اأحــد البنــوك، وكان هــذا البنــك يعطــي فائــدةً ســنويةً نســبتها 8% ، فمــا 
المبلــغ الــذي يقبضــه الشــخص مــن البنــك اأرباحــاً عــن المبلــغ المــودع؟ يقبــض الشــخص 8 دنانيــر عــن كل مائــة دينــار، 

نــه يقبــض فــي نهايــة العــام ............... لــذا فاإ

يسمى المبلغ 16 ديناراً الذي يقبضه في نهاية السنة الفائدة.

اأم العبــد امــراأة فلســطينية زوجهــا اأســير فــي ســجون الاحتــلال، لديهــا بنــت وولــد وتفكــر كيــف تؤمــن 

نشاط
٢

لهمــا اأقســاط الدراســة الجامعيــة بعــد 6 ســنوات، حيــث اإنهــا تمتلــك مبلــغ 4000 دينــار ورثتــه عــن 
ــك اأنهــا  ــي البن ــار،  واأبلغهــا الموظــف ف ــغ 2000 دين ــح حســاب بنكــي لهمــا بمبل ــررت فت اأبيهــا، ق

ستحصل على 200 دينار زيادة سنوياً:

 ما مقدار الزيادة التي تحصل عليها اأم العبد بعد 6 سنوات؟- 1

الزيادة بعد السنة الاأولى : 200 دينار.

الزيادة تكون 600 بعد السنة ...........

الزيادة بعد السنة السادسة :.............

تسمى هذه الزيادة:................، النسبة المئوية للزيادة : 10% .   لماذا؟- 2

جملة المبلغ الذي ستحصل عليه بعد 6 سنوات: ..........................- 3

العوامل المؤثرة في الفائدة: الزمن، ..............، ................ - 4
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:)Interest( تعريف الفائدة
هــو المبلــغ الــذي يدفــع مقابــل اســتخدام المــال، اأو هــي عائــد اســتثمار مبلــغ مــا بمعــدل معيــن لزمــن معيــن. ويعبــر 

عنــه عــادة بنســبة مئويــة تســمى "ســعر الفائــدة" اأو "معــدل الفائــدة" وهــي نوعــان:
الفائدة البسيطة: وهي الفائدة التي تحسب على اأصل المبلغ في نهاية كل فترة زمنية.

الفائــدة المركبــة: وهــي الفائــدة التــي تحســب علــى اأصــل المبلــغ بعــد اإضافــة الفائــدة اإلــى الاأصــل فــي نهايــة كل 
فتــرة زمنيــة، اأي اأنــه بعــد نهايــة كل فتــرة زمنيــة يكــون لدينــا اأصــل جديــد، وهــذا الاأصــل الجديــد هــو اأصــل المبلــغ 

الســابق مضافــاً اإليــه الفائــدة مــن الفتــرة الســابقة.

العوامل المؤثرة في حساب الفائدة، هي:
1- اأصل المبلغ، ويرمز له بالرمز  )م(: وهو عبارة عن مبلغ القرض، اأو المبلغ المستثمر.

2- معدل الفائدة ويرمز لها بالرمز )(: هو العائد من وحدة راأس المال )دينار( لكل وحدة زمن )سنة()1(.
3- الفترة الزمنية ويرمز لها بالرمز )(: وهي عبارة عن مدة القرض، اأو مدة الاستثمار.

:)Simple Interest( الفائدة البسيطة
ــن ســنة(،  ــل م ــادة اأق ــرة الاأجــل )ع ــة قصي ــرة زمني ــوال، اأو اســتثمارها لفت أم ــراض الا ــد اقت ــدة البســيطة عن تســتخدم الفائ
وتحســب دائمــاً علــى اأصــل المبلــغ عــن كل وحــدة زمنيــة، اأي اأنهــا لا تعتبــر مــن فتــرة زمنيــة اإلــى اأخــرى عنــد ثبــات اأصــل 

القــرض، اأو اأصــل المبلــغ المســتثمر.
تسمى هذه الفائدة بالفائدة البسيطة، وتحسب بالعلاقة:  

 ×  × ف = م  
جملة المبلغ بفائدة بسيطة = المبلغ الاأصلي + الفائدة البسيطة.

  جـ = م + ف 
حيــث: )ف( هــي الفائــدة ،)م( اأصــل المبلــغ، و)( معــدل الفائــدة، و)( الفتــرة الزمنيــة، اأو المــدة بالســنوات، واإذا 

كانــت بالاأشــهر = عــدد الاأشــهر ÷ 12

مثال )1(: استثمر يامن مبلغ 1000 دينار لمدة 3 سنوات في اأحد البنوك بمعدل فائدة سنوي قدره %7 ، 
            اأجد مقدار الفائدة البسيطة، وجملة المبلغ.

الحل: المعطيات: م = 1000 دينار ،    ، %7 =  = 3 سنوات.

       ف =  م ×  ×  = 1000 × 0,07 × 3 = 210 دنانير.
جملة المبلغ = المبلغ الاأصلي + الفائدة البسيطة  
جملة المبلغ = 1000 + 210 = 1210 دنانير.   

1     تم التعارف على كتابة معدل الفائدة في مقدار العائد لكل 100 وحدة من النقود / لكل وحدة زمن لذلك فاإن معدل الفائدة يكتب كنسبة مئوية 
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ــاراً. اأجــد اأصــل  ــال )٢(: اإذا كان العائــد )الفائــدة( مــن اســتثمار مبلــغ تــم اســتثماره لمــدة 4 ســنوات هــو 480 دين مث
ــاأن معــدل الفائــدة هــو 8% ســنوياً. المبلــغ المســتثمر، علمــاً ب

 %8 =  ، ً4 سنوات  ، ف = 480 دينارا =  :الحل: المعطيات

  ×  × ف =  م        

480 = م × 0,08 × 4   

 = 1500 دينار
480
0,32

      م = 

  اأكمل الفراغ في الجدول الاآتي: 
نشاط

الجملةالفائدةالزمن بالسنواتمعدل الفائدة البسيطةالمبلغ 3

14000%123  

2 %643600 

35000%7  8500

4  5  

 9290  30000المجموع

اأنواع الفائدة البسيطة: 

أيام، نميز بين طريقتين لحساب الفائدة البسيطة:  يداع بالا     اإذا كانت مدة الاإ

الفائدة التجارية : )ف(: حيث تعتبر عدد اأيام السنة في الفائدة التجارية 360 يوماً، ( 1

أيام ÷ 360      اأي    = المدة بالا

(: حيث تعتبر عدد اأيام السنة في الفائدة الصحيحة )1( 365 يوماً ( 2
—
الفائدة الصحيحة )ف

أيام ÷ 365       اأي    =   المدة بالا

1     السنة الكبيسة عدد اأيامها 366 يوماً  )سنقتصر في دراستنا على السنة العادية فقط(. 
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مثــال )3(: اأجــد قيمــة كل مــن الفائــدة التجاريــة والصحيحــة المترتبــة علــى مبلــغ قــدره 20000 دينــار، اســتثمر بمعــدل 
فائــدة بســيطة 6% ســنوياً لمــدة 90 يومــاً، علمــاً بــاأن الســنة عاديــة. مــاذا نســتنتج ؟

الحل: الفائدة التجارية:

  ×  × ف =  م        

 = 300 دينار.
90
360 ف = 20000  × 0,06 × 

    
الفائدة الصحيحة: 

 ×  × م  = 
—
        ف

 = 295,9 ديناراً.
90
365  × 0,06 × 20000 = 

—
ف

األاحظ اأن الفائدة الصحيحة اقل من الفائدة التجارية.

لذلك تستخدم البنوك الفائدة التجارية عند منح القروض، والفائدة الصحيحة عند فتح حسابات التوفير.

ملاحظة: يكتفى بالحل لاأقرب ثلاث منازل عشرية.
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5 - 1  تمارين ومسائل

س1: اأودعت عبير مبلغاً قدره 13800 دينار في بنك لمدة 10 اأشهر، بمعدل فائدة بسيطة 4% سنوياً، اأجد:
     اأ( مقدار الفائدة.     

    ب( الجملة البسيطة للمبلغ في نهاية المدة.

س٢: اأجــد مقــدار المبلــغ الــذي يجــب اإيداعــه فــي بنــك لمــدة 8 ســنوات، للحصــول علــى جملــة مقدارهــا 5600 دينــار 
بمعــدل فائــدة بســيطة %5.

ــدة بســيطة 8% ســنوياً ليعطــي  ــار، بمعــدل فائ ــدره 24000 دين ــغ ق س3: اأحســب عــدد الاأشــهر اللازمــة لاســتثمار مبل
ــار. ــدة قدرهــا 800 دين فائ

س٤: اقتــرض تاجــر مــن البنــك مبلــغ 12000 دينــار، بمعــدل فائــدة بســيطة مقدارهــا 11% لمــدة 3 ســنوات اأحســب 
جملــة المبلــغ.

س5: قامت فيروز باستثمار مبلغ 12000 دينار، بمعدل فائدة بسيطة  3% سنوياً من اأصل المبلغ المستثمر. اأجد:
اأ( الفائدة التي تحصل عليها فيروز في 3 اأشهر.

ب( الفترة الزمنية اللازمة للحصول على عوائد قدرها 2160 ديناراً.

س6: اأودع جــورج مبلــغ 8000 دينــار لمــدة 240 يومــاً، بمعــدل فائــدة بســيطة 12% ســنوياً. اأحســب الفائــدة التجاريــة 
والصحيحة.

س7: حصلــت لبنــى علــى فوائــد مــن البنــك قيمتهــا 420 دينــاراً مقابــل اســتثمارها مبلــغ 12000 دينــار فــي حســاب الربــح 
البســيط لمــدة 7 شــهور. اأجــد معــدل الفائــدة البســيطة التــي يمنحهــا البنــك للبنــى.
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        الفائــــدة المركبــــــــة 
)Compound Interest(        

نشاط
1

يداعات المالية للاأفراد والشركات، وذلك للربح وزيادة راأس المال. تتنافس البنوك في جذب الاإ

فــاز فــادي فــي اإحــدى المســابقات، وحصــل علــى مبلــغ 10000 دينــار، وذهــب اإلــى اأحــد البنــوك 
لاســتثمار هــذا المبلــغ لمــدة 3 ســنوات، فاأخبــره موظــف البنــك بــاأن لهــذا المبلــغ ربحيــن مختلفيــن فــي نهايــة الثــلاث 

ســنوات، بفائــدة واحــدة 6% تعجــب فــادي وتســاءل عــن الفــرق فــي الربــح:

1- ربح فادي بعد سنة 600 دينار بحساب الربح البسيط.

2- ربح فادي بعد 3 سنوات .................... بحساب الربح البسيط.

3- ربــح فــادي بعــد ســنتين 1200 دينــار بحســاب الربــح البســيط، و 1236 دينــاراً بربــح مــن نــوع اآخــر. كــم الفــرق بيــن 
الربــح فــي حســابين مختلفيــن.................. 

مفهوم الفائدة المركبة: 
اســتعرضنا فــي الصــف الحــادي عشــر مفهــوم الفائــدة المركبــة وكيفيــة حســابها علــى الاســتثمارات طويلــة الاآجــال بشــكل 

عــام، وســوف نتعــرف فــي هــذا الــدرس علــى تطبيقاتهــا الاأخــرى، واأنواعهــا.  
مفهــوم الفائــدة المركبــة: هــي المــردود المالــي الناتــج مــن اســتثمار مبلــغ مــن المــال خــلال مــدة زمنيــة محــددة بمعــدل 
فائــدة معيــن، بحيــث يضــاف هــذا المــردود اإلــى المبلــغ الاأصلــي فــي نهايــة كل دورة زمنيــة، وتحســب جملــة المبلــغ 

بالفائــدة المركبــة حســب العلاقــة: 
)+1( جـ = اأ      

        ف = جـ - اأ

       اأ: المبلغ الاأصلي ، : المدة الزمنية ، : المعدل ، ف: الفائدة المركبة ، جـ: جملة المبلغ.

مثال)1(: اأودع مبلغ 30000 دينار في بنك لمدة 7 سنوات بمعدل فائدة مركبة 6% سنوياً. اأجد:
2( مقدار الفائدة المركبة. 1( جملة المبلغ.    
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)+1( جـ = اأ
جـ = 3000 )1+ 0,06(7 = 3000 × 1,503 = 45108,9 دينار                                                          

ف = جـ - اأ
ف = 45108,9 - 30000 = 15108,9 دنانير.

مثــال)٢(: مــا المبلــغ الــذي اســتثمره فــادي  لمــدة 6 ســنوات، فــي بنــك يعطــي فائــدة مركبــة بمعــدل 9% ســنوياً، فاأعطــى 
مبلغــاً جملتــه 167710 دنانير. 

)+1( جـ = اأ
167710 = اأ )1,09(6

 =  99999,99 100000 دينار
167710
6)1,09(

اأ = 

مثال)3(: يوفر نزار مبلغ 1000 دينار في اأحد البنوك، بفائدة مركبة 6% سنوياً، اإذا بلغت جملة المبلغ 2400 دينار.

اأجد الفترة الزمنية التي استثمر فيها المبلغ.
)جـ = اأ )1+ع

        )1,06( = 2,4    ومنها    )1,06(1000 = 2400

آلة الحاسبة العلمية ناأخذ لوغاريتم الطرفين:  وباستخدام الا

= 15,02سنة 
2,4

1,06
 =  ومنها    )1,06( = 2,4

اإضافة الفائدة اأكثر من مرة في العام:

عند اإضافة الفائدة اأكثر من مرة في العام، يكون قانون الجملة المستخدم في هذه الحالة، هو:

(،  حيث : عدد مرات اإضافة الفائدة 


جـ = اأ )1+

مثــال )٤(: اأحســب راأس المــال الناتــج مــن توظيــف مبلــغ 3000 دينــار فــي بنــك يعطــي فائــدة مركبــة معدلهــا 8% ســنوياً 
لمــدة 9 ســنوات، وتضــاف الفائــدة مرتيــن فــي العــام، ثــم اأحســب الفائــدة المركبــة.

) 


الحل: جـ = اأ )1+

(9×2 = 3000 )1,04(18 = 6077,45 ديناراً.
0,08
2

جـ = 3000 )1+ 

الفائدة المركبة = جـ - اأ = 6077,45 - 3000 = 3077,45 ديناراً.
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 اأكمل الفراغ في الجدول الاآتي:
نشاط

الفائدةالجملةالمدة بالسنواتالمعدلالمبلغ٢

88  , 429604% سنويا20000ًاأ

68  ,6821147 ,6,536147 سنة 7% كل 6 شهورب

24 ,519111 ,11%سنويا8000ًج

17  ,710681 ,3% كل 3 شهور 10000د

   

5 - ٢  تمارين ومسائل

ــة معدلهــا الســنوي 9% اأجــد  ــار فــي بنــك، بحســاب فائــدة مركب أمــل للمكفوفيــن 8000 دين ــة الا س1: اأودعــت جمعي
جملــة المبلــغ بعــد 6 ســنوات.

س٢: اأودعــت ســعاد مبلــغ 5000 دينــار فــي البنــك، بحســاب فائــدة مركبــة معدلهــا 7.5% ســنوياً. اأجــد عــدد الســنوات 
التــي تلــزم حتــى تصبــح جملــة المبلــغ 7178.1466 دينــاراً .

س3: اأودع غســان 40000 دينــار فــي بنــك بفائــدة مركبــة بمعــدل مــا وفــي نهايــة 8 ســنوات بلغــت الفوائــد المســتحقة 
لــه 15657,85 دينــاراً.  اأجــد معــدل الفائــدة المركبــة الســنوي.

س٤: اأحســب راأس المــال الناتــج مــن توظيــف مبلــغ 15000 دينــار فــي بنــك، يعطــي فائــدة مركبــة معدلهــا 7% ســنوياً 
لمــدة 5 ســنوات، وتضــاف الفائــدة مرتيــن فــي العــام، ثــم اأحســب الفائــدة المركبــة.

ــغ  ــة كان المبل ــدة زمني ــة 8% ســنوياً، وبعــد م ــدة مركب ــك بمعــدل فائ ــار مــن البن ــغ 8000 دين ــرض ماجــد مبل س5: اقت
ــغ. ــدة الاســتثمار لهــذا المبل ــر، اأجــد م ــه 14807,44 دناني ــوب من المطل

س6: اأودع رامــي مبلــغ 5000 دينــار فــي بنــك بمعــدل فائــدة مركبــة 12 % ســنوياً ولمــدة 3 ســنوات، فــاإذا علمــت اأن 
الفوائــد تضــاف كل 3 شــهور. اأجــد جملــة الوديعــة.
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  ورقة عمل

س1: اإذا علمت اأن ق/)س( = 4س3 + س2 – 2س، ق)0( = 3 اأجد ق)1(.

س٢: اإذا كان ميــل الممــاس لمنحنــى ق)س( عنــد اأي نقطــة عليــه يعطــى بالعلاقــة ق/)س( = 3 – 2س مــا قاعــدة 
ــة )1، 6(. ــر بالنقط ــى ق)س( يم ــاأن منحن ــاً ب ــران ق)س( علم الاقت

)2ق)س( – 5هـ)س( +  )2س ؟ 

1

3

هـ)س( س = -4 ، ما قيمة  

3

1

ق)س( س = 7 ،  

3

1

س3: اإذا كان 

س٤: اأودعــت فــداء مبلــغ 5000 دينــار فــي البنــك بمعــدل فائــدة مركبــة 12% ســنوياً، اأحســب مبلــغ الفائــدة المســتحقة 
لهــا بعــد 4 ســنوات، اإذا كانــت الفوائــد تضــاف كل شــهر؟

س5: اأجــد المبلــغ الــذي تصبــح جملتــه 7176,88 دينــاراً فــي نهايــة 3 ســنوات، بمعــدل فائــدة مركبــة 6% ســنوياً تضــاف 
كل شهرين.
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نموذج اختبار
جابة الصحيحة فيما ياأتي: س1: اأضع دائرةً حول رمز الاإ

1( اإذا كان ق)س( = )2س + 1( س فما قيمة ق/)2(؟

د( 6 جـ( 5    ب( 2    اأ( صفر   

2( ما الاقتران الذي يمثل اقتراناً اأصلياً للمشتقة ق/)س( = 4س2 + 6س + 2 ؟

س3 + 6س2 + 2س + 1 4
3 ب( ق)س( =  س3 + 3س2 + 2س + 1   4

3 اأ ( ق)س( = 

س3 + 3س2 + 2 4
3 د ( ق)س( =  جـ( ق)س( = 8س + 6    

3( اإذا كان ق/)س( س = 3س – 4س2 + 2، ما قيمة ق/)1( ؟

د( صفر جـ( 1    ب( -5    اأ( -8   

س؟
س2 4( ما هو س 3

 + جـ
8
3 س 3

8 د(   + جـ  
8
3 جـ( س   + ج ـ

5
3 س 3

5  + ج ـ        ب(  
5
3 اأ( س

ق/)س( س = 12، وكان ق)5( = 2ق)2(، ما قيمة ق)2( ؟   

5

2

5( اإذا كان 

د( 2 جـ( 4    ب( 5    اأ( 12   

)2س + 3س1 + 2( س، ما قيمة هـ/)2(؟ 

3

0

6( اإذا كان هـ)س( = 

د( 15    جـ( 8    ب( 3    اأ( صفر   

7( اإذا استثمر مبلغ  قدره 82000 دينار، بمعدل 5% سنوياً، فما الفائدة البسيطة بعد 6 سنوات:

د( 24600جـ( 24100ب( 24900اأ( 24200

8( استثمر مبلغ قدره 5000 دينار بمعدل 8% سنوياً، فما الجملة البسيطة للمبلغ بعد 10 سنوات: 

د( 9500جـ( 9400ب( 5400اأ( 9000

9( اإذا بلغت الفائدة البسيطة لمبلغ 800 دينار 80 ديناراً، فاإن معدل الفائدة يساوي: 

د( 15%جـ( 10%ب( 18% اأ( %5
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 س.
)س2+ س + 4(2 س٢: اأجد )2س + 1( 3

س3: اأجد المساحة المحصورة بين منحنى
ق)س( = س2 + 5، ومحور السينات

والمستقيمين س = 0 ، س = 2

ــدة البســيطة  ــار لمــدة 120 يومــاً بمعــدل 12% ســنوياً. اأحســب الفائ ــل مــن بنــك مبلــغ 8000 دين س٤: اقترضــت رتي
ــة والصحيحــة. التجاري

س5: حصــل اأحــد التجــار مــن البنــك علــى فوائــد قيمتهــا 840 دينــاراً مقابــل مبلــغ 24000 دينــار، اأودعــه فــي البنــك 
لمــدة ســنتين اأحســب معــدل الفائــدة البســيطة التــي حســبها البنــك؟

5- 5

5

0
0 10

10
)س(

2


